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Resumo

Nosso proposito neste artigo foi revelar os aspectos epistemologicos a luz da Teoria
Antropoldgica do Didatico estdo subjacentes ao tema transformacao linear, no livro didatico
adotado para o ensino de Algebra Linear no Instituto Federal do Par4, revelando indicios do
modelo epistemoldgico dominante, analisando dois tipos de tarefas. A analise do livro
didatico € um referencial para a elaboracdo de conjecturas a respeito do tipo de ensino que
esta sendo desenvolvido de um determinado saber, em uma determinada instituicdo. A
Teoria nos ajudou a discutir Organizagao Matematica e Didatica do livro, em termos do
género de tarefas e tipos de tarefas, técnicas e justificacBes da razdo de ser do objeto
matematico transformac&o linear. A razdo de ser para se ensinar esse objeto se da pela
aplicagdo direta da definicdo, pois os alunos devem se perguntar ao lerem as propostas das
tarefas enunciadas pelos autores, para que e porque se estudar tal tematica? Algumas
tarefas séo resolvidas com os conteddos vistos no ensino médio, como funcdo como
tecnologia, ndo deixando claro ao leitor que é uma transformacdo de um espaco vetorial
em outro. Concluimos que nos tipos de tarefa discutidos foi possivel dar indicios do modelo
epistemologico dominante, o qual consideramos a utilizacdo direta da definicdo de
transformacéao linear.
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Abstract

Our purpose in this article was to reveal the epistemological aspects in the light of the
anthropological theory of the Didactics are underlying the theme linear transformation in the
textbook adopted for the teaching of Linear Algebra at the Federal Institute of Pard,
revealing evidence of the dominant epistemological model, analyzing two types of tasks.
The analysis of the didactic book is a reference for the elaboration of conjectures regarding
the type of teaching that is being developed of a certain knowledge, in a certain institution.
The Theory helped us to discuss Mathematical Organization and Didactics of the book in
terms of the gender of tasks and task types, techniques and justifications of the rationale of
mathematical object linear transformation. The reason for being to teach this object is given
by the direct application of the definition, because the students should ask themselves when
reading the proposals of the tasks enunciated by the authors, so that and why to study this
subject? Some tasks are solved with the contents seen in high school, as a function as
technology, not making it clear to the reader that it is a transformation from one vector
space to another. We conclude that in the types of tasks discussed it was possible to give
evidence of the dominant epistemological model, which we consider the direct use of the
definition of linear transformation.

Keywords: Anthropological Theory of Didactics; Linear Transformations; Praxeological
Organization.

Introducdo

Nos diversos sistemas de ensino e em seus sistemas didaticos’ o ensino da Algebra se
configura como um processo dificultoso para a maioria dos estudantes. A Algebra é
apresentada nos livros didaticos a partir do sétimo ano do ensino fundamental, porém
quase sem qualquer articulacdo com que o aluno ja tem de conhecimento. O mesmo
acontecendo no ensino superior, que pouco se articula com a Algebra do ensino basico.

Telles (2004) relata que ao longo dos séculos, os matematicos foram lentamente
aprendendo a substituir as palavras por letras e por sinais: =, +, —, x, +. Esse processo de
simbolizacdo permitiu surgir as nocées da Algebra, que transgrediu a Geometria Euclidiana.
A palavra dlgebra tem sua etimologia, que é uma variante latina da palavra arabe al-jabr,
usada no titulo de um livro, Hisab al-jabr w'al-muqgabalah, escrito em Bagda por volta do
ano 825.

Ao consultarmos os livros didaticos de Algebra Linear, presentes na ementa do curso
de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal do Para (IFPA), na qual atuamos como
professores de Algebra Linear (AL), percebe-se que esta disciplina tem seu lugar reservado,
pois é de extrema importancia para um professor de matematica, além de servir de base
para diversas outras disciplinas, porém a abstracdo axiomatica decorrente do formalismo,
que seus conteldos possuem € notavel, talvez isso seja um dos obstaculos didaticos que
permeia o sistema didatico dessa disciplina.

Em boa parte dos livros de AL adotados pelas instituicbes de ensino superior 0s
sistemas de tarefas ndo comecam com as tarefas mais simples e rotineiras, que Gascon

> Sistema constituido pelo professor, alunos e um saber (CHEVALLARD, 1994, p. 175).
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(2001) intitula de genéricas até as mais complexas (problematicas) ou mais especificas.
Segundo Andrade e Guerra (2014), nesse processo, as tarefas problematicas sdo tornadas
rotineiras, no sentido de poderem ser realizadas de forma simples, rapida e seguras, por
meio de elaboradas maneiras de fazer, ou técnicas, eficientes, inteligiveis e justificados.

Para realizarmos esse estudo nos baseamos na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)
(CHEVALLARD, 1999), devido seu potencial analitico, que é capaz de revelar o caminho
percorrido pelos saberes, inclusive os escolares, além de viabilizar um olhar detalhado de
suas especificidades, mostrando-se essencial para fornecer respostas as questdes
problematicas dos sistemas de didaticos.

A TAD é aqui a teoria que visa a discussdo da Organizacdo Matematica (OM) do livro
didatico, em termos do género de tarefas e tipo de tarefas, técnicas e justificacdes da razéo
de ser do objeto matematico Transformacdo Linear (TL), para dar indicios do modelo
epistemoldgico dominante® na instituicdo IFPA. Tal objeto é visto no curso superior de
Licenciatura em Matematica e tem demonstrado ser um obstaculo para os alunos, conforme
postulam & que Dorier (1995), Dorier (1997) e Dorier et al. (1994) revelam que o formalismo
causa dificuldade na aprendizagem desta disciplina.

Segundo Boch e Gascon (2010), a forma da OM escolar no ensino, apoia-se de certa
maneira em um Modelo Epistemoldgico (ME), que esté relacionado ao que se refere a
ensinar e aprender matematica e uma instituicao (I). O ME nos permite compreender a OM
dos livros didaticos e sua influéncia na pratica do professor nos permitindo fornecer indicios
de um modelo epistemoldgico dominante na | livro.

Nessa perspectiva temos como objetivo revelar aspectos epistemoldgicos subjacentes
ao tema transformacao linear, no livro Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle (1987), intitulado
Algebra Linear, a luz da TAD, adotado como referéncia na instituicdo IFPA, revelando
indicios do Modelo Epistemologico Dominante (MED), analisando dois tipos de tarefas.

A TAD como ferramenta tedrico-metodoldgica nos possibilita explicitar o género, a
téecnica, a tecnologia e a teoria, verificando como as transformacdes lineares se apresentam
na Organizacdo Matematica (OM) destinada a seu ensino, dando indicios do MED na
instituicdo IFPA, ja que o livro didatico é o livro texto adotado pelos professores do IFPA
para ministrar esta disciplina, tornando-se assim um indicativo de relevancia da TAD num
curso de formacao inicial de futuros professores de matematica.

O livro didatico

O livro didatico legitima-se nas praticas sociais validadas e € um importante recurso
utilizado pelos professores para elaboracdo de suas aulas, portanto desempenha um papel
de referéncia na atividade do professor do ensino superior, pois o professor é responsavel
por recriar um saber’, isto ¢, em fazer o que Yves Chevallard chama de transposicgo
didatica interna, quando adéqua um determinado conteudo para estruturar suas aulas, ou
seja, realiza a transformacdo do saber a ensinar em saber ensinado, na sala de aula.

® £ a forma predominante de descrever uma organizacdo matematica em uma dada instituicgo.
7 L . . . . _ . . ~

Da a ideia de um modelo, mas na realidade é um termo ainda indefinido, pois o que se tem é a relagdo com o
saber.
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Aspectos epistemologicos a luz da teoria antropologica do didatico Matos et al
subjacentes ao tema transformacao linear

A pratica de criacdo dos saberes pelos professores esta relacionada diretamente as
obras estudadas por esses ao longo de sua vida, nesse sentido a analise dos livros didaticos
€ um referencial para a elaboragdo de conjecturas a respeito do tipo de ensino que esta
sendo desenvolvido de um determinado saber, em uma determinada instituicdo.

Segundo Menssouri (1994, p.46), para sabermos como um saber (um modelo) vive em
uma instituicdo particular € necessario efetuar a analise dos livros didaticos, pois: “... 0s livros
didaticos constituem uma realizacdo efetiva e objetiva do ensino realizado em classe.
Realizacdo que é submetida ao olhar e ao julgamento publico, e representativo da realidade
da classe.”

Para Carvalho e Lima (2010), o livro é portador de escolhas sobre o saber a ser
estudado, os métodos adotados para que os alunos consigam aprendé-lo mais eficazmente
e a organizacao curricular ao longo dos anos de escolaridade. Ainda segundo esses
pesquisadores, nesse didlogo esta entrelagada a relacdo que envolve os autores do livro
didatico, o professor, o aluno e a Matematica. Essas ideias traduzem-se, conforme Figura 1:

Figura 1 - O livro didatico na sala de aula. Fonte: (CARVALHO; LIMA, 2010, p. 15).

Ao professor cabe conduzir o processo de ensino e que, principalmente, no nivel
superior o livro € uma das principais fontes de consulta, auxiliando na gestdo do saber,
sendo que de certa forma ha um dialogo entre os autores com seus leitores, o professor e o
aluno, como uma teia, conforme Figura 1. Ao nosso ver o livro € um recurso, mas néo deve
ocupar o papel dominante no processo de ensino, comprometendo a autonomia do
professor.

A Teoria Antropoldgica do Didéatico (TAD)

Da mesma maneira que existe uma antropologia religiosa, cujo objeto de estudo € a
religido, Chevallard (1992) propés elaborar uma antropologia didatica, cujo objeto de estudo
seria a didatica, a fim de estudar, por exemplo, fendbmenos acerca das praxeologias do
professor de matematica diante de um objeto matematico, tal como as TL.

A TAD de Yves Chevallard, cujo objeto de investigacdo consiste na analise da atividade
matematica, como por exemplo, a escolar, e suas relagdes humanas enquadradas em
determinadas instituicdes sociais®.

8 Para Chevallard, Bosch e Gascon (2001) nesse sentido, tanto o conhecimento como as atividades matematicas
sdo construcdes sociais que se realizam em institui¢des, em comunidades, seguindo determinados contratos
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Chevallard (1999) coloca a TAD como uma teoria, que possui um método de analise
para organizacao matematica existente no interior de uma determinada instituicdo de
ensino. No artigo “Concepts fondamentaux de la Didactique: perspectives apportées par um
approche anthropologique. In: Recherchesen Didactique dés Mathématiques” (CHEVALLARD,
1992) [Conceitos fundamentais de didatica: perspectivas fornecidas por uma abordagem
antropoldgica. In: Pesquisa em Educacao Matematica] relata que a TAD representa uma
base para a analise dos livros didaticos, alem do potencial analitico em descrever o caminho
percorrido pelos saberes escolares, fornecendo uma boa visao de suas especificidades.

Chevallard (1996) apresenta trés elementos primitivos da TAD: os objetos O, as pessoas
X e as instituicBes /, ou seja, as | séo o modo de fazer e de pensar. O objeto O tomara uma
posicdo privilegiada em relacdo aos outros elementos, em virtude do mesmo ser o “material
base” da construcéo tedrica. O objeto passa a existir no momento em que for reconhecido
como existente por pelo menos uma pessoa X ou instituicdo .~ A relacdo pessoal de X
com O, que sera denotada por R(X, O), e a relacdo institucional de / com O por R(l, O), e se
da no seio de /. Assim, estas rela¢Bes sao praticas sociais com o objeto.

Segundo Chevallard (1999), toda atividade humana regularmente realizada pode
descrever-se com um modelo minimo (praticas), que se resume aqui com a palavra
praxeologia. A TAD o ensino da matematica em qualquer instituicdo / é descrito em termos
de praxeologias de ensino, ou seja, a acdo do sujeito. O saber matemdtico, enquanto forma
particular do conhecimento é fruto da agdo humana institucional, e é algo que se produz, se
utiliza, se ensina ou, de uma forma geral, que transita nas instituicées /.

A palavra praxeologia é formada por dois termos gregos, praxis e logos, que significam,
respectivamente, pratica e razdo e remete ao fato de que, no interior de uma instituicao /, a
pratica esta sempre acompanhada de um discurso, ou seja, de um logos que a justifica, que
lhe da razéo, que se constroem em um processo dialético. Na raiz da nogéo de praxeologia,
encontram-se as no¢des de tarefas e de tipos de tarefas.

Em uma organizacdo praxeoldgica, identificamos: tarefas, técnicas, tecnologias e
teorias. Na esséncia da nocdo de praxeologia se encontra as nocdes de tarefas e de tipos de
tarefas, denotadas, respectivamente, por t e T. Quando uma tarefa t que faz parte de um
tipo de tarefa T, dizemos que t € T (t pertence a T).

Em termos praxeoldgicos, podemos entender a Tarefa (f), que esta sempre relacionada

a um Tipo de tarefas (T), como toda acdo singular, particular, especifica de um fazer que se
expressa por um verbo, como: arrumar a sala; organizar a gaveta; encontrar a fracao
reduzida; fatorar o polindmio; simplificar a expressao algébrica; encontrar a equacdo da reta
tangente a curva no ponto P; dividir um néimero por outro etc.
Ja o Tipo de tarefas (T), € um conjunto de a¢Bes do mesmo tipo, ou seja, € uma classe de
tarefas com caracteristicas comuns, como: arrumar salas; organizar cémodas; simplificar
expressdes algebricas; encontrar equa¢des de retas tangentes a uma curva em um dado
ponto P; determinar o quociente entre dois numeros dados etc, isto é,
T = {ty,ts tas by, e e £}

As noces de tarefa e tipos de tarefas, supde objetos relativamente precisos e estdao
intimamente relacionadas a uma ideia mais ampla, o de género de tarefas, como por

institucionais.
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exemplo calcular, fatorar, transfomar, determinar, etc. Determina de certa forma o que fazer
para solucionar determinados problemas e sdo compreendidas por estarem culturalmente
instituidas.

A analise destas tarefas fornece um diagndstico de porque ha dificuldades de
aprendizagem em relacdo ao objeto Transformacdo Linear, pois a Algebra Linear é uma
disciplina que possui objetos O com alto grau de abstragdo.

Chevallard (1999) nos indica a necessidade dessas noc¢Bes tornarem-se objetos de
estudo ao destacar que :

Tarefas, tipo de tarefas e género de tarefas ndo sao dados da natureza: sdo artefatos,
obras, construcées intitucionais, cujas reconstrucdo em tal instituicdo, por exemplo, em uma
didatica (CHEVALLARD, 1999, p. 3, traducéo nossa).

A ideia de género de tarefas, que no decorrer dos anos de estudo esta nocdo esta
sujeita ao processo de transacionalidade do objeto, visto que o género de tarefa Calcular
pode significar efetuar uma expressao aritmética, ou efetuar uma expressdo aritmética,
determinar o nimero de anagramas de uma palavra dada. Assim sendo os géneros de
tarefas se enriquecem e aprimoram-se na sucesséo dos anos letivos (SABO, 2007, p. 11).

A existéncia de uma técnica (denotada por?) supde a existéncia subjacente de um
discurso interpretativo e justificativo da técnica e de seu ambito de aplicabilidade e validade,
a tecnologia 6 da técnica 7. O discurso (tecnologia 0) torna compreensivel e justifica a
técnica, assegurando que ela permita realizar as tarefas do tipo T, isto é, realizar o que é
pretendido, sendo afirmacdes mais ou menos explicitas como proposicdes, definicdes e
teoremas.

Para justificarmos a tecnologia, passamos a um nivel superior de justificacdo — a teoria
©. A teoria é o discurso suficientemente amplo que serve para interpretar e justificar a
tecnologia. Pode-se supor que exista a teoria da teoria, mas Chevallard (1999) considera
suficiente a descricdo de trés niveis apresentados (T, B, ©) para analisar uma tarefa.

Ressaltamos ainda que o relacionamento desta nocdo, de tipos de tarefas nos leva a
refletir sobre técnicas, tecnologias e teorias associadas a géneros de tarefas, ou seja,
géneros de técnicas, géneros de tecnologia e géneros de teorias.

Uma praxeologia matematica ou organizacdo matematica € elaborada em torno de
uma Nnogdo, ou conceito inerente a propria Matematica. Ou seja, refere-se a realidade
Matematica que se pode construir em uma aula desta disciplina onde se estuda um
determinado tema; devendo permitir que os estudantes atuem com eficacia para resolver
problemas e, ao mesmo tempo, entender o que fazem de maneira racional. (BOSCH,;
CHEVALLARD, 2000).

Modelo Epistemoldgico (ME)

Um problema de investigacdo didatica no ambito da TAD se faz necessario questionar
a forma de interpretar o Modelo Matematico (MM), o modelo epistemolégico® (ME), pois
em diversos paises, como mostra as pesquisas feitas por Dias (1993), Sierpinska et al. (2002),

° Ao planejar sua aula, ou seja, na preparacdo do texto do saber, o professor de matematica elabora sua
Organizagcdo Matematica e Didatica com base em um Modelo Epistemoldgico, isto €, em uma maneira de
compreender aquele saber.
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Wawro et al. (2011), Lindner (2003), Dorier (2002), Laugwitz (1974) e Harel (1990), que
relatam as dificuldades que os alunos tem em enfrentar os tipos de tarefas presentes nos
cursos de algebra linear em seus respectivos paises, logo o problema referente ao ensino e
aprendizagem de algebra linear ndo se restringe a um conjunto de habilidades e
competéncias de um sujeito da instituicdo, mas pode se estar relacionado ao saber.

A dificuldade dos alunos em aprenderem AL, esta inserido no ambito da desarticulacao
entre esta disciplina e conteldos ja estudados pelos alunos, como fungdo por exemplo.
Nesta perspectiva, conforme assinala Bolea (2003), um importante aspecto a ser
considerado no processo de Transposicdo Didatica diz respeito ao ambito do saber
matematico.

Em geral um problema didatico “parte de um problema docente; e, na formulacdo de
qualquer problema didéatico, o didata sempre utiliza uma descricdo e uma interpretacdo que
denomina ME.

O ME ndo ¢ algo abstrato, em geral, pode estar vinculados e determina as praticas dos
professores de matematica em uma dada instituicdo /, neste aspecto Gascon (2001), afirma
que: "para comecar a descrever e explicar a pratica profissional do professor de matematica
em sala de aula, pode nos colocar em diferentes perspectivas tedricas”.

Segundo Gascon (1994) grande parte das pesquisas em Educacao Matematica foca um
dominio especifico do saber matematica como algebra elementar, por exemplo, onde o
saber matematico é assumido pelas instituicdes, de tal forma que ndo ha lugar para
interpretacées diferentes. Para o autor, este € um discurso que se pée como uma situacdo
"normal" no sistema de ensino, onde o saber matemdatico ndo é questionado, o que torna
pouco evidente e efetiva a distincdo entre o saber sdbio e o saber ensinado®. O saber sabio
impde-se como modelo de referéncia para o saber ensinado e € assumido muitas vezes
sem as devidas adaptagdes para as instituicbes de ensino.

Segundo Boch e Gascon (2010), encontram-se ao longo do tempo varias formas da
OM escolar no ensino, pois se apoiam de certa maneira em um ME, que esta relacionado
ao que se refere a ensinar e aprender matematica e uma instituicdo, que chamaremos de
modelo didatico. Este ME nos da compreensdo da pratica e das tarefas presentes nos livros
didaticos, desenhando assim este ME.

Na medida em que os modelos didaticos permanecem implicitos, sem questionamento
e na medida em que as formas de organizar os ensinamentos de matematica sdao
apresentadas, sem qualquer justificativa explicita ou raciocinio além dos critérios genéricos,
dizemos que este é um modelo diddtico espontdneo”, que é a préatica espontanea do
professor, como por exemplo, um professor resolve a uma equacao polinomial do 2° grau,
geralmente utilizando a férmula resolutiva de Bhaskara e esta pratica € comum entre a
maioria dos professores no Brasil.

Na instituicdo IFPA, a respeito de um tipo de tarefas T, com relacdo ao objeto O -
Transformagéo Linear (TL) — existe em geral uma Unica técnica t, ou pelo menos um

" problema didatico do professor, aqui com o tema Transformacdes Lineares, como o da constru¢cdo de um
sistema de tarefas traduzidos em organizacdes praxeoldgicas de complexidade crescente.

e cultural, precisa ser difundido ensinado.

" £ 0 saber efetivamente ensinado pelo professor durante uma aula.

" As tarefas de ensino ndo estdo organizadas de antemao em todos os seus detalhes, além do discurso tedrico e
tecnoldgico, por sua vez, ser pouco sistematizada e implicito (CHEVALLARD, BOSH e GASCON, 2001, p.3).
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pequeno numero de técnicas (ty, 1, T3, etc.) institucionalmente reconhecidas, excluindo
técnicas alternativas possiveis 1, que podem existir efetivamente, mais em outras instituicbes
(, 5, etc.).

Neste artigo direcionamos nossa pesquisa nas tarefas e assim evidenciaremos o modelo
epistemoldgico dominante (MED) do objeto O, Transformacao Linear, por meio de discussdo
da organizacdo matematica do livro didatico dos autores Alfredo Steinbruch e Paulo
Winterle (1987), obra intitulada Algebra Linear, em termos do tipo de tarefas e género de
tarefas, técnicas e justificacdes da razdo de ser do objeto, na instituicdo IFPA.

Definicdo de Transformacao Linear e anélise dos dois tipos de
tarefas

A Algebra Linear tem aplicacdo em inimeras &reas como computacdo gréfica, genética,
redes elétricas entre outras. Trataremos de definir nosso objeto O, a Transformacdo Linear
(TL), no livro didatico analisado, que define o objeto O da seguinte forma:

Sejam U e V espacos vetoriais. Uma aplicacdo T: U=>V e chamado transformacéo linear
de UemV se, e somente se:

@TU+v) =T+ T, Yu v eU.

) T(Xu)= &T(), YV ¥€Re Yu €U (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 152).

Apo6s anunciarem a definicdo de TL, os autores do livro comecam apresentando as
tarefas as quais analisamos a seguir. Comegaremos pelo tipo de tarefa Ty Verificar se as
transformagdes sdo lineares. Esse tipo de tarefa possuira tarefas denotadas por t; (t, t, t3,
etc.).

A primeira tarefa, denotada por t;, é assim descrita:

t; - Dada T: R* 2R’ onde T (xy) = (3%, - 2y, x - y).Verifique se ¢ linear: (STEINBRUCH;
WINTERLE, 1987, p. 152).

Os autores recomendam a técnica t para resolver a tarefa t;, utilizando os elementos da
definicdo de uma TL. Utilizando a técnica t — definicdo de TL, necessitamos abstrair os
vetores geneéricos no R? ou seja, u = (Xq, y1) e Vv = (X, Y2), entdo:

TUu+v)=TK.xy+Y2)

TU+v) = (3 X+ x2), -2 (1 + Y2), X1+ %) = (Y1 + ¥2)

T(U + V) = 3+ 3X2, =2y1 =2Y2, X1+ X2 = Y1 = Y2)

T(U + V) = X1, -2y, 1= y9) + (3%, 2Y2, X2—Y2)

Tu+v)=T()+ T(V)

V @€ Re Vu-=(xy) €R% tem-se:

T(Fu)=T(%x %y

T(Fu)=(3%x, 2%y, Ax- Ay,

T(@u) = &T(u)

Note-se que na resolucdo da tarefa t; pela técnica 1, ndo ha articulacdo com a ideia de
funcdo, deixando o leitor confuso no que tange a ideia do que é transformar algo do R? - 0s
vetores - (x;, y1) € (Xa, y2) para o R? pares ordenados (3x;, =2y, X1 — y1) € (3%a, =22 X2 — Vo).
Nenhuma representacdo grafica é apresentada pelos autores na tarefa, que ajudaria no
entendimento do que esta representando esta transformacéao.

N&o ha referéncia por parte do autor, que no estudo deste objeto néo se trabalha com
pares ordenados e sim com vetores, pois os alunos podem confundir com funcdes de duas
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ou trés variaveis, pois 0s graficos do sistema cartesiano parecem representar pontos no
plano e no espaco, mas no caso das TL a relacao € entre vetores.

A segunda tarefa t que selecionamos € mais simples, porém importante na
compreensdo de uma TL: t, - Dada T: R2>R, onde T (x) = 3x. (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987,
p. 153).

Para saber se a transformacdo é linear os autores usam a técnica da tarefa anterior:

Sendo u = x; e v = x, vetores em R, entdo:

TU+Vv)=T0&+x)

U+v)=3(x+x)

T( )
TU+Vv)=3x+3%
TU+v)=T@U+TI(V)
T(Fu)=T(%x)
T(&u) =3 Ay,
T(%u) = &(3x)

Logo T (%u) = &T (u)

Os autores poderiam utilizar a geometria para auxiliar o aluno nesta tarefa, com a
perspectiva de diminuir a dificuldade na percepcao das relagdes entre geometria e algebra
e nao tirar o sentido para o aprendizado dos alunos. A transformacdo nesta tarefa é um
operador linear e a ideia € mostrar operadores do R = R', R > R? do R* > R? até
generalizar para T: R" = R", isto é, para um T(x) = rx (x € um vetor R" e r um vetor em R,
construindo deste modo tarefas em nivel de complexidade crescente. A Figura 2 ilustra uma
transformac&o T(x) = 2x. Esta tarefa poderia ser apresentada como primeira, ou seja deveria
ser a ty por ter um nivel de complexidade menor (Figura 2).

= <

Figura 2 — Representacdo grafica T (x) = 2x. Fonte: Figueiredo et al. (2012, p.19).

A terceira tarefa t; do tipo T, segue proxima da tarefa t,, mas com complexidade maior:

-Dada T: R 2R, onde T (x) = 3x + 1 (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 152). Os autores

utilizam o recurso geométrico para mostrar que a Transformacdo Linear representa uma
reta que passa pela origem, caso ndo passe ndo sera linear.

Os autores utilizam como técnica, para resolver a ts, a propriedade que chamaremos de
Pi: Em toda TL T: VW, a imagem do vetor 0 € V é o vetor 0 € W, isto é: T(0)=0, a qual
também decorre da definicdo, sendo que esta propriedade serve para provar que ndo é
linear, mas se T(0) = 0, ainda assim terfamos que testar a definicdo. (STEINBRUCH;
WINTERLE, 1987, p. 154).

Nesta tarefa os autores ja apresentam um grafico de uma funcdo linear, pois ja € um
conhecimento que se supde que os alunos ja trazem consigo, para mostrar que esta ndo é
uma TL, além de usar a propriedade da definicdo, isto é, ao substituir u = x e v = y na
transformacdo T (u + v) = 3 (x + y) + 1, por conseguinte trabalhando com o 2° membro da
equacdo, temos: 3x + 3y + 1. Nota-se que T (u + v) = T (u) + T(v), ndo é verdade, pois teria
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que aparecer o numero 2 no 2° membro da equagdo. Logo a propriedade 1 (P;) é falha.
Ainda nesta tarefa os autores ndo mostram a diferenca para os leitores de R como espaco
vetorial euclidiano e R como conjunto dos nimeros reais.

A quarta tarefa é descrita por: t, - Dada T: R*>R% onde T (x, y) = 3x + 2, 2y - 2)
verifique se € linear (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 155).

Notemos que em 1, a terna vetorial (x, y, z) sera associado ao vetor (x, y) pela TL, entdo
Ty =0@Bx+22y-2z),naqualx=3x+2ey=2y~-2z

Nesta tarefa os autores utilizam como técnica a propriedade P (t = Py).

Utilizando vetores genéricos no R?, tem-se u = (x;, y1) e v = (X, y»), entdo pela P, temos:
T@ 00 =@B0+ 2 20 —-0). Isso revela que T(O, 0, 0) = (2, 0) # (0, 0), I&-se: A
transformacéo T (0, O, 0) que tem como imagem (2, 0) é diferente de (0,0). Mostra-se que
nao pode ser linear ndo sendo necessario mostrar as outras duas propriedades da definicdo.

A quinta tarefa do tipo Ty, possui maior complexidade, exige detalhes algébricos mais
refinados, ela esta anunciada assim:

ts - Dada T: RZ 2R3, onde T (x, y) = (x% 3y) (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 155).

A técnica apresentada no livro didatico é descrita no quadro 1, novamente, se da pelo
uso dos elementos da definicdo, pois sendo u = (x4, y1) € V = (X2, o), entdo: T(u + v) = T (xq+
Xo, Y1 + Y2). Entdo substituimos o dominio na variavel para encontrarmos a imagem, como
segue:

Desenvolvendo o primeiro membro da equacao, temos:

TU + V) = (%1 x2)%, 3(ys + y2)) desenvolvendo o produto notavel

TU + V) = (¢ +2x6 + X5, 3 Y1 + 3y2)) enquanto que se desenvolvermos o segundo
membro, temos:

T(U) + T(v) = (¢ + X%, 3y; + 3ys) entdo conclui-se:

T+ v)#T(U) + T(v).

Mesmo usando como técnica (t) a propriedade Py, isto €, sendo uma TL: V->W, onde
T(0) = 0 (vetor nulo), esta nao é suficiente para mostrar que € uma TL, recorre-se entao as
propriedades da definicdo e verifica-se que a primeira é falha.

A sexta tarefa t; do tipo T; possui elementos axiomaticos da Algebra Linear. A resolucgo
dessa tarefa demanda um grau de abstracdo bem maior. Ela estd assim anunciada: ts — A
transformacdo nula Ty: V>W, onde v=>0 ou T(v)= 0 é linear, assim como simetria em
relacdo a origemT,: R*>R? v >-v, é linear (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 156).

A técnica utilizada continua sendo os elementos da definicao:

i) Tu+Vv)=-(U+Vv)=-u—-v=TU) + T(V)

i) T(ow) = -ou = o (-u) = o T(u)

De acordo com a TAD ao classificar o livro didatico como representante da Instituicdo /
e as transformacdes lineares como o objeto O, caracterizamos a relacdo institucional com o
objeto, expressada por R(O), como aquela que apresenta uma razoavel valorizacdo da
geometria no tipo de tarefa T;, mas que reflete uma deficiéncia de articulacdo com funcao e
uso exclusivo da definicdo como justificativa.

Prosseguiremos nossa analise com o segundo tipo de tarefas T, a T,. Nesse tipo de
tarefa a propriedade seguinte é fundamental: Se T: V W é uma TL, entdo T(av,+a-v2) = a;
T(v) +a>T(v), Y a,a:€Re Vv, v; €V. Por essa propriedade, mostra-se que a imagem de
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uma combinacdo linear de vetores “é uma combinaco linear das imagens desses vetores,
com mesmos coeficientes, assim a TL fica definida quando se conhecem as imagens dos
vetores de uma base "de V.

Quadro 1 é apresentado organizagdo praxeoldgica, referente a ti.

Organizagao Género de Tarefa (t): | Técnica (7): Tecnologia | Teoria (©):
praxeologica | tipo de tarefa (0):
Transformar T | t; verificar | elementos da definicao Algebra
¢ seT(x\y)= definicdo Linear
1 (3x, - 2y, X -
y). é linear
Transformar T | verificar se | elementos da definicdo Algebra
T(X,y) = 3x definicéo Linear
é linear
t
Transformar T | verificar se | elementos da definicdo Algebra
TX) =3x+ definicéo, funco linear Linear
1 élinear | elementos da &
definicao,
¢ ideia de
3 funcdo e a
propriedade
1
Transformar T | verificar se | Propriedade Definicao Algebra
T(x,y) = (3x Py . Linear
+2. 2y-2) Proprlledade
ty é linear
Transformar verificar se | elementos da Definicao Algebra
T(X,y) = (X3, definicdo . Linear
ts 3y) € linear Proprlledade
Transformar verificar se | elementos da | Definicédo de Algebra
¢ T(v)=0e definicdo TL Linear
6 -
V) =-v coordenadas
sdo
. no R3
lineares

" Uma combinacio linear de um conjunto S de vetores de um espaco vectorial V sobre um corpo K é uma soma
finita avq + ...+an Voonde Vy,.....Vn, VE S € avy + ...+an vV, @ € K.

15

SeEé

um espaco

vectorial sobre

de E linearmente independentes que gera E.

um corpo K chama-se base

deEa

um conjunto de

vectores
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No Quadro 1 apresentamos a organizacdo praxeoldgica referente aos tipos de tarefa Ty
As tarefas sdo apresentadas, inicialmente, sem um nivel de complexidade crescente dos
conteudos, sendo tarefas bem pontuais, sem articulacdo com os conteddos ja vistos no
ensino basico, como fungdo e geometria analitica. No Quadro 1 as técnicas sao justificadas
pela definicdo de TL.

O leitor memoriza a técnica de resolu¢do das tarefas, sem desenvolver as suas proprias
estratégias de solucdo, chegando de maneira rapida a formalizacdo, sem se questionar para
que ser este objeto TL.

Analisaremos algumas tarefas t, do tipo de tarefa T,, no qual os autores mostram como
exemplo a t; € T,, com o seguinte enunciado: Seja T: R®*> R*uma TLe B = {v;, V5, v3} uma
base do R?, sendo v; = (0,1,0), v» = (1,0,7) e v3 = (1,1,0). Determinar T (5,3-2), sabendo que
T(v) = (1,-2), T(v2) = (3,1) e T(v3) = (0,2) (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 16).

Expressemos v = (5,3-2) como combinacao linear dos vetores da base B:

(53-2) = & (0,1,0) + a> (1,0,) + a3 (1,1,0)

Resultando no sistema a seguir:

az+83:5
a1+a3:3
a1:‘2

Apos resolver o sistema linear se obtém a; = -4, a; = -2, a3 = -2.

Substituindo-se a; = -4, a; = -2, a3 = -2 na combinacao linear:

(5,3-2) = a; (0,1,0) + a, (1,0,1) + a3 (1,1,0), teremos:

(5,3,-2) = -4vq -2v5 + 7v3

Aplicando a transformacdo - T em todos os termos, tem-se:

T(5,3,-2) = -4T(vy) -2T(v) + 7T(v3)

Substituindo as imagens de T(vy), T(v2) e T(v3), obtém-se:

T(5,3,-2) = -4(1,-2) -2(3,1) + 7(0,2)

T(5,3,-2) = (-10,20)

Na tarefa t; proposta os autores ndo deixam claro para o leitor que esta sendo utilizado
como ferramenta a nocdo de dominio e imagem de funcao, ou seja, ndo esta articulando a
técnica com que o aluno do Ensino Superior tem de conhecimento prévio que € a pratica
de calculo com tipos de funcdes.

A segunda tarefa do tipo T, é a tarefa t,, que se enuncia:

Seja T: R® > R? onde T(x,y,2) = (x+2y+27, x+2y-7, -x+y+4Zz). Determinar:

tyr u € R¥/T(u)= (-1,8,-11)7 ¢;

too: v € R¥/T(v) = v (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p. 165).

Os autores resolvem a subtarefa t igualando T(u) = (-1,8,-11) a T(x, y, 2) = (x+2y+2Z,
X+2y-z, -x+y+4z) e entdo surge um sistema linear de trés incognitas e trés equacdes onde
encontraremos os valores do vetor u. Desse modo, pela igualdade, (x+2y+2z, x+2y-z, -
x+y+4z) = (-1,8,-11), obtemos o sistema a seguir

X+ 2y + 2z =-1
X+2y-z=8
X+y+4z=-1

Resolvendo esse sistema, encontramos u = (1, 2, -3).

Na subtarefa t, como n&o foi dado T(v) entdo os autores usam um genérico T(v) = (x,
y, z) e por sistemas lineares determina a solucdo do sistema indeterminado da forma v =
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(2z, -z, 7). Apesar de ndo ter que determinar T(u) e sim “u” esta no género de tipo de tarefa
T,, pois se trata de determinar o dominio da transformacao T, no caso de determinarmos u
e a imagem desta transformagdo no caso de determinarmos T(u).

Pensando em um vetor qualquer para v = (x, y, z) € V?, tem-se:

(X+2y+27, Xx+2y-7, -X+y+4z7) = (X, Y, 2)

X+ 2y + 27 =X

X+2y-z2=y

X+y+4z=2

Entdo:v =2z -z 2=z 2,-11), Vze V3.

Ainda com relacao ao tipo de tarefa T,, os autores Steinbruch e Winterle (1987, p. 165)
prescreve a seguinte tarefa, que chamaremos de tz: Dada T: R* & R®, uma TL e que T(1, -1)
=(3,2-2)eT(-1,2) = (1,-1, 3), determinar T(x, y).

Os autores iniciam que {(1,-1), (-1,2)} é uma base do R? e aplicando a propriedade P,,
"Se T:V > W é uma TL, entdo T(ay; + axvo) = a;T(vy) + a>T(vo) para Y a;, a, €Re ¥ v,v, €
V", obtém-se: (x, y) = a(l, -1) + b (-1, 2). Dessa igualdade, surge um sistema linear e ao
resolvermos temos como resposta a = 2x + y e b = x + y. Portanto, T(x, y) = aT(1,-1) + bT(-1,
2).Onde a = 2x + y e b = x + y. Substituindo as imagens de T(1, -1) = (3, 2, -2) e T(-1, 2) =
(1,-1, 3) temos:

T y) =@x+y)(3,2-2) +x+y) (1-13) >

(X-3+2x-1T+ y-3+y-1)=(6Xx+2x+ 3y +y)=(/x+4y)

(2X-2+X-(-N+y-2+4y-(-1)=@x=x+2y—y) =(Bx+Y)

(2X-(2)+X-3+y-(-2)+y-3)=(-4x+3Xx=2y +3y) = (-x +)

Tx, y) = (7x + 4y, 3x +y, X + ).

Em Steinbruch e Winterle (1987, p. 167) é apresentada a tarefa t4: Sabendo que T: R? 2
R? é uma TL, em especial um Operador Linear — OL, e que T(1,0) = (3,-2) e T(0,1) = (1,4),
Determinar T(x, y).

A técnica T que os autores recorrem € a premissa que qualquer vetor no R? pode ser
escrito como uma combinacdo linear como a base canonica: (1,0) e (0,1). Esse recurso
permite estabelecer que (x, y) = x(1,0) + y(0,1), em seguida aplica a Transformacdo T: T(x, y)
= xT(1,0) + yT(0,1). Substituindo os valores das imagens de (1,0) e (0,1) dadas no enunciado
de t, temos T(x, y) = x(3,-2) + y(1,4). Determinando assim o valor de T(x, y) = (3x+y, -2x+4y).

A tarefa ty € semelhante a tarefa t3, mas a complexidade é menor. Os autores em
nenhum momento relatam que estao usando a ideia de dominio e imagem de funcado, pois
substituem direto na combinacao linear construida a partir da base canénica. No quadro 2 é
possivel se verificar a organizacao praxeolégica, referente ao tipo de tarefas T..

Todas as tarefas t; pertencentes aos tipos Ty e T, revelam as técnicas T predominantes
no livro didéatico de Steinbruch e Winterle (1987).

A razdo de ser para se ensinar as Transformacgdes Lineares é a aplicacdo da técnica,
pois os alunos devem se perguntar ao lerem as propostas das tarefas enunciadas pelos
autores, para que e porque se estudar tal temética? Algumas tarefas sdo resolvidas com os
conteddos vistos no ensino médio, como fun¢do como tecnologia, ndo deixando claro ao
leitor que é uma transformacao de um espaco vetorial em outro.

Do ponto de vista de uma organizagcdo praxeoldgica, apenas usar elementos da
definicdo como técnica, deve ser levado em conta, para que na analise destas técnicas
utilizadas pelos alunos, seja possivel compreender melhor a razao de algumas dificuldades a
serem superadas.
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Quadro 2: Organizagdo praxeoldgica, referente a t.

Organiza¢ | Género de Tarefa (t): Técnica (7): Tecnologia Teoria
ao tipo de (6): (©):
praxeoldg tarefa
ica
Determinar | Determinara T Combinacao Sistemas Algebra
T (X,¥,2) (5,3-2) dado a | linear, resolucéo lineares Linear
base B de sistemas Funcio
ty lineares, ¢
dominio e
imagem
Determinar Aqui as Conceito de Sistemas Algebra
a subtarefas: funcéo, em lineares Linear
trang;orTmag tpy. U € RY T() espgcill{a]gggmmlo Fungéo
=(-1,8,-11) e
t2 t: v € R3T(V) Resolucéo de
=V. um sistema
linear
Determinar | Determinar a Conceito de Sistemas Algebra
a transformacgéo funcéo, em lineares Linear
transformag T (X,y) especial dominio Funcio
aT e imagem ¢
ts Resolucgéo de P2
um sistema
linear
Combinacéo
linear
Utilizacdo da P,
Determinar | Determinar a Ideia de Combinacéo Algebra
a transformacéo Combinacao linear Linear
transformag TX Y= linear =
ta doT (3x+y, "~ | Ideia de dominio runeae
2x+4y). .
e imagem

A algoritmizacdo é uma maneira de diminuir a aparéncia de novidade, evitando a
dificuldade conceitual, isto é, pensamos que seja uma maneira de driblar ainda mais as
dificuldades do objeto transformacéo linear — TL. Quando os professores fazem a
transposicdo didatica interna, ou seja, ao passar o conteldo em sala em uma versdo
didatica, os algoritmos diversas vezes aparecem, que nem sempre sdo justificados pelo
professor, muitas vezes por ndo compreender a razao de ser do objeto.

Evidenciamos que a OM do livro analisado ndo apresenta articulacées e integragdes de
praxeologias que favorecam um fazer minimo racional sobre os objetos sistemas lineares e
espacos Vvetoriais, pois a tecnologia, que justifica a técnica apresentada é a utilizagao direta
da definicdo de espacos vetoriais.

A OMD que analisamos na obra principal de ensino de AL no IFPA, segundo nosso
olhar, apresentam tarefas pontuais, e portanto atomizadas, conforme (FONSECA, 2004;
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BOSCH; FONSECA; GASCON, 2004). As condices que o livro coloca ao nosso ver sdo que
0s sistemas lineares sdao movimentados em separado, ndo ha tarefas que evocam o alcance
da técnica, isto é, ndo ha articulacdo a partir de novas tarefes ate chegar em TL.

Os tipos de tarefa sdo apresentadas a partir de aplicacdo direta das definices. O livro
utiliza-se do formalismo da AL para desenvolver sua OMD e acaba se transformando em
obstaculo no processo de ensino desta disciplina de curso superior, assim como pensa
(DORIER, 1995; DORIER, 1997).

Tal formalismo deixa de lado comentarios importantes sobre os temas estudados,
como, por exemplo a articulagao entre os sistemas lineares, incluindo os homogéneos com
os estudos das TL, portanto um estudo tecnicista, com mera aplicacdo da técnica
apresentada na definicdo.

Os autores resolvem um exemplo e propde aos alunos algo semelhante. N&o
consideramos as t;, efetivamente um problema, pois as tarefas e as técnicas utilizadas ndo
permitem o pensar dos alunos sobre os objetos. Sdo inteligiveis e confiaveis dada as
condigdes de seu emprego, tendo sua importancia satisfatéria, para que se propde.

Consideracdes Finais

No livro de éalgebra linear analisado, as tarefas sao apresentadas sem um nivel de
complexidade crescente dos conteudos, portanto sao tarefas pontuais, ou seja, de ndo
haver uma justificativa tecnoldgica e nem articulagao explicita com os conteddos ja vistos no
ensino basico, como fun¢ao e geometria analitica, com informacdes prontas, ndo exigindo
muita interpretacao.

Os sistemas de tarefas apresentadas na obra analisada e por conseguinte a pratica do
professor que tem como lente apenas esta obra leva os estudantes a memorizar algoritmos
sem compreender as propriedades e a logica envolvida na técnica visada, pois memorizam
0s processos de resolucdo das tarefas dadas como tarefas, sem desenvolver as suas
proprias estratégias de solucdo, chegando de maneira rapida a formalizacao.

O discurso tedrico-tecnoldgico que esclarece as técnicas, no livro didatico, apareceu de
forma aleatdria sem ser abordado explicitamente ou com uma justificativa evidente das
técnicas utilizadas.

Conforme as analises, os livros ddo suporte ao professor e 0s alunos, mas que de um
modo geral ndo sdo capazes de entender o que é transformar espacos vetoriais em espagos
vetoriais, pois as tarefas sdo apresentadas como um processo algoritmico, como uma
estratégia de diminuir a dificuldade na disciplina.

As tarefas evocadas pelos autores do livro sdo meras aplicacdo das definicdes
apresentadas, pois nas tarefas analisadas constatamos tarefas: verificar se T é uma
transformacéo linear e determinar a transformacao T(x,y). Logo, a atividade matematica dos
alunos se dar em coerente com os conteudos contidos nos livros. Destacamos, tambéem,
uma consequéncia do fendbmeno da atomizagdo das OM contidas no livro analisado é a
escassez presenca da atividade de modelagem matematica na instituicdo de ensino superior
em questdo, o IFPA, no que diz respeito, ja que as atividades perpassam pela aplicagdo
direta da definicdo apresentada, pois nesses manuais caberia tratar as transformacdes
lineares a partir de tarefas com sistemas lineares.

A Teoria Antropolégica do Didatico nos encaminha que este tipo de OM presente no
livro analisado, se torna uma restricdo para se implementar um processo onde o aluno
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possa modelar, ja que a forma de interpretar as OM propostas na obra, é uma outra
restricdo que resulta de algo, além da estrutura das praxeologias matematicas escolares tais
como: a forma de interpretar a atividade matematica por parte das instituicdes escolares, o
que LUCAS et al. (2014) denominaram de modelo epistemoldgico dominante.

As possibilidades da organizacdo praxeoldgica nesses dois tipos de tarefas T, e T,, ndo
ampliam as relacdes das técnicas de resolucdo das tarefas apresentadas, associadas ao
discurso tedrico-tecnolégico. Nos dois tipos de tarefa discutidos T, e T, € possivel dar
indicios que o modelo epistemoldgico dominante presente no livro analisado € utilizar a
definicdo de TL, respondendo ao objetivo do trabalho.

A razdo de ser para se ensinar as Transformacgdes Lineares na obra se da em aplicar a
técnica, pois 0s alunos devem se perguntar ao lerem as propostas das tarefas enunciadas
pelos autores, para que e porque se estudar tal tematica? Algumas tarefas séo resolvidas
com 0s contelidos vistos no ensino médio, como fungdo como tecnologia, ndo deixando
claro ao leitor que é uma transformacdo de um espaco vetorial em outro, pois tais
praxeologias resumem-se na existéncia de uma técnica privilegiada associada a uma dada
tarefa, isto €, ha diversas tarefas associas a uma Unica técnica.
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