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Resumo

Neste artigo sdo apresentados os sete aspectos considerados como importantes para o
ensino e aprendizagem da Algebra, quando se pondera sobre a passagem da Aritmética
para a Algebra. Iniciamos pela exposicdo das definicdes e exemplos dos sete aspectos
considerados, 0s quais sdo associados as pesquisas de Chevallard, Robinet e Duval, que
auxiliaram na identificacdo e definicdo desses aspectos. A metodologia utilizada na pesquisa
consistiu em: analise documental, diagndstico de estudantes de uma escola privada desde o
Ensino Fundamental ao Ensino Médio e avaliacdes de um dos autores enquanto professor
de estudantes do Ensino Superior. Na exposicdo dos sete aspectos, apresentamos alguns
exemplos encontrados no decorrer da pesquisa. Concluimos que € preciso desenvolver
esses aspectos durante a Educacao Basica para que os estudantes possam aplica-los em
diferentes tarefas, em particular, naquelas que correspondem ao seu cotidiano e as suas
aspiracoes profissionais.

Palavras chave: aspectos da é&lgebra; passagem da aritmética para a algebra; educacao
basica.

Abstract

In this article we present the seven aspects considered important for the teaching and
learning of algebra when considering the transition from Arithmetic to Algebra. We begin by
exposing the definitions and examples of the seven aspects considered, which are associated
with the researches of Chevallard, Robinet and Duval, that helped in the identification and
definition of these aspects. The methodology used in the research was the documentary
analysis, the diagnosis of students from a private elementary school to high school and
assessments as a teacher of higher education students. In the discussion of the seven
aspects we present some examples found during the research. We conclude that it is
necessary to develop these aspects during the basic education so that the students can
apply them in different tasks, in particular, those that correspond to their daily life and their
professional aspirations.
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Introducado

Iniciamos a pesquisa sobre os diferentes aspectos associados a algebra a partir dos
estudos realizados por Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1989). Estes estudos nos
permitiram identificar e definir sete formas de interagir quando se consideram tarefas que
envolvem a é&lgebra escolar. Estas sete formas de tratamento das tarefas escolares
configuram-se em diferentes aspectos da algebra e foram identificadas por: memoria,
linguagem, generalizacdo, equivaléncia da igualdade, equivaléncia entre ostensivos,
estrutura e analise, uma vez que esses aspectos correspondem as habilidades cognitivas a
serem aprendidas pelos estudantes durante seu desenvolvimento mental.

Nas pesquisas envolvendo o ensino e aprendizagem da Algebra, detectamos que uma
das dificuldades talvez esteja relacionada a falta de compreenséo de que, ao se trabalhar
com essa area do conhecimento matematico/humano, é necessario que o sujeito tenha
dominio de determinadas habilidades, podendo utiliza-las de forma consciente, articulando-
as na solucdo das tarefas associadas & Algebra que |he s3o propostas durante toda a
Educacdo Basica.

A escolha do termo aspecto esta associada ao seu sentido na lingua portuguesa, uma
vez que ele se origina do latim aspectus, que significa a forma de ver, observar um dado
objeto, no caso um objeto matematico e é com esta acepcdo que empregamos esse
vocabulo neste estudo. Consideramos que o referido termo ndo esta associado apenas ao
modo de ver esse objeto, mas também ao papel por ele desempenhado na realizacdo de
tarefas envolvendo a Algebra escolar, isto é & maneira como é utilizado na solucdo das
tarefas propostas aos estudantes.

Apresentamos a sequir os sete aspectos por meio de definicdo e exemplos que podem
facilitar sua compreensao.

Os sete aspectos da algebra identificados na pesquisa

- O aspecto de memdria: no cumprimento de tarefas que, segundo Chevallard (1998),
corresponde a qualquer atividade humana que o individuo se prop&e a realizar; em
particular, nos interessam as tarefas matematicas. No caso dessas tarefas, € comum o
encadeamento de uma sequéncia de subtarefas, para as quais é necessario que quem a
realiza ndo perca de vista a tarefa principal. £ preciso desenvolver a tarefa mantendo a
memodria dos elementos utilizados para resolvé-la de forma que estes indiqguem o caminho
seguido e possibilitem o controle e a sustentagdo do questionamento inicial. Como exemplo
desse aspecto, consideramos a utilizagao do algoritmo na divisdo de dois numeros naturais
ou decimais utilizando o que se convenciona chamar de método da chave. Neste caso, as
operagdes sucessivas, ao serem anotadas, viabilizam um controle sobre o desenvolvimento
das mesmas e facilitam a execucao da tarefa principal.

Chevallard (1984) considera que uma das etapas fundamentais na construcdo da
Algebra esta relacionada exatamente ao desenvolvimento de um sistema de anotaces que
funcione como uma memoria para manter o controle das operacBes efetuadas. Dessa
forma, quando falamos de aspecto de memoria, ndo estamos nos referindo a habilidade de
lembrar um determinado conhecimento, mas de uma estratégia de anotacéo (registro) que
possibilite ao sujeito resgatar uma informacao durante a execucao da tarefa.
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Um exemplo que nos permite visualizar esse aspecto pode ser observado na divisao de
polinémios. Consideremos a divisdo do polinémio 2x* - 8x* -18x + 12 pelo polinémio x* - 6x
+ 3, cuja solucdo, usando o método da chave, se assemelha muito - para ndo dizer que €
igual - ao método relacionado a esse tipo de divisédo, quando se consideram dois numeros,
ou seja, em ambos os casos podemos aplicar o algoritmo de Euclides.

Voltando a diviséo dos dois polinémios indicados acima pelo método das chaves, que

3 2 2
se representa da seguinte forma 2X"—8x 18X+12X—6X+3, iniciamos dividindo o

termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior grau do divisor e multiplicando o
resultado obtido pelo divisor entre eles, a saber: 2x. Desse modo, considerando a
importancia do registro das operacdes efetuadas, deve-se indicar o resultado da
multiplicacdo de 2x por x* - 6x + 3, cujo produto serd subtraido do dividendo como
indicado na sequéncia.

2x3 —8x% —18x +12\x2 —6Xx+3

—2x% +12x% — 6x 2X

O resultado da subtracdo, sendo 4x°~24x+12, é registrado no desenvolvimento do
método.

2x% —8x% —18x +12\x2 —6x+3
—2x3 +12x% —6x 2X
0 +4x2—24x+12

Observamos que o novo polindmio encontrado, a saber: 4x*~24x+12, tem 0 mesmo
grau que o polinémio do divisor, logo, efetuamos agora a divisdo entre o monémio 4x° e o
mondmio x°, cujo resultado é igual a 4. Na sequéncia, multiplicamos 4 pelo polinémio
divisor e subtraimos o resultado como registrado no desenvolvimento do método, obtendo
resto igual a zero.

2x% —8x? —18x+12|x* —6x+3
—2x+12x* —6x 2X +4
0 +4x°—-24x+12
-4x* +24x-12
0

Ou seja, (2 - 8x* -18x + 12) = (° - 6x + 3) = 2x + 4 e tem resto zero, ou ainda, 2x° -
8x° -18x + 12 = (x* - 6x + 3).(2x + 4) + 0. Nesse algoritmo, observamos que sucessivas
anotacdes levam a um controle da realizacdo da diviséo desejada, sendo possivel resgatar
as informacBes referentes a mesma sem maiores dificuldades. Ressaltamos ainda que ao
considerar o resultado sobre a forma 2x° - 8x° -18x + 12 = (x° - 6x + 3).2x + 4) + 0
corresponde a outro ostensivo para representar o ndo ostensivo algoritmo de Euclides que
é também uma maneira de controlar o resultado encontrado.

- O aspecto de linguagem: a comunicacdo do saber ganhou grande impulso com a
invencao da escrita e, segundo Duval (1995), "ndo é possivel estudar os fenbmenos relativos
aos conhecimentos sem recorrer a representacao”. No campo da Matematica, podemos
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considerar que o desenvolvimento de um sistema que permitisse ndo apenas representar
como também comunicar esse saber foi um dos aspectos que representou uma das
maiores contribuicdes para o avanco, tanto dessa area como de todo o conhecimento
humano. Exemplo disso pode ser observado na formulacdo de um sistema de
representacdo numeérica eficiente, o sistema de numeragdo decimal, que, como é possivel
verificar na génese do calculo algébrico, foi fundamental para a construcdo dessa nova
linguagem.

De acordo com Chevallard (1984), a representacao na linguagem algébrica, como um
instrumento de descricdo de problemas numéricos, € uma ferramenta avangada, pois
proporciona néo s6 a comunicagdo dos resultados, mas também a sua generalizacdo. "A
linguagem algébrica - notadamente por ser uma memoria - propicia conservar da melhor
maneira a informacdo apresentada e, sobretudo, indicar a informacdo pertinente”
(CHEVALLARD, 1984, p.75, traducao nossa).

Por exemplo, ao desenvolver expressées como 25 — 2. (7 + 3), a representacdo da
informacdo pode ser feita registrando o resultado a direita, ou na linha seguinte da
expressdo, ou seja, 25 — 2. (7 + 3) = 25 = 2. 10, mas para isso ser possivel, foi necessaria a
criacdo de um sinal - o de igualdade - que permitisse a ligacdo entre as duas informacdes
equivalentes. Nesse exemplo, observamos que o que estamos considerando como aspecto
de linguagem né&o se refere apenas a linguagem algébrica, mas a uma gama de formas de
registro semioticos que levam a execugdo das tarefas e a comunicacdo de seus resultados.
De forma mais especifica, nessa gama de linguagens, temos a linguagem coloquial, falada e
escrita, usada na comunicacdo de forma geral, como destacado por Duval (2011). Desse
modo, avaliamos o aspecto de linguagem como aquele que possibilita comunicar a
informacdo de forma precisa sem dubiedades.

- O aspecto de generalizacdo: de acordo com Chevallard (1984), a introducao da
Algebra no ensino na Franca é historicamente marcada pelo que se pode considerar uma
dialética entre o velho ensino da Aritmética e o novo ensino da Algebra. Segundo o autor,
antes da introducdo da chamada Matematica Moderna, a introducdo do novo
conhecimento se dava a partir de problemas da Aritmética, para 0s quais era proposta a
solucdo Aritmeética, seqguida de uma solucdo Algébrica e da apresentacdo dos sinais usuais
que o autor denomina sinais aritméticos, ou seja, +, —, x, =, etc.

De acordo com Robinet (1989), a introducdo de letras para nomear indeterminacées
atende diretamente o problema pratico da Matematica e faz avangar a teoria das equacdes,
especialmente quando se refere a determinacdo das rafzes de uma fungdo associada as
equacOes dadas pelos seus coeficientes, pois estas permitem a obtencdo de fungdes que
modelam as solugdes por equagdes.

A autora indica, ao dividir as fun¢bes do calculo algébrico segundo duas finalidades,
aquela em que este pode ser considerado apenas como um meio para resolver problemas
praticos, o que ela denomina Aritmética da incognita ou a outra que o generaliza em
classes de problemas que obedecem a uma mesma estrutura, o que facilita a resolugdo de
problemas complexos.

No extrato que segue, a autora esclarece o que ela denomina duas funcées da Algebra,
que indicam duas diferentes formas de tratamento do célculo algébrico, sobre as quais deve
haver uma reflexdo, quando do seu ensino.
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Para os didatas que procuram problemas que sdo a origem de diversos
conceitos matematicos, existe sobre isso a reflexdo, pois parece que o
calculo algébrico pode ser dividido em duas partes, respondendo a duas
diferentes funcdes:

- A Aritmética da incégnita permitindo matematizar e em seguida resolver
alguns problemas praticos (Aritmética em particular),

- O calculo literal permitindo escrever as relagdes e tratar todos os
problemas préaticos originarios da mesma estrutura e dando acesso a essa
estrutura e, consequentemente, a resolucao de problemas complexos da
mesma maneira que a problemas mais simples que tém origem nessa
mesma estrutura. (ROBINET, 1989, p. 12 traducdo nossa).

Ao enfatizar o aspecto de generalizacdo, observamos que é ele que torna possivel a
representacao numérica de forma ampla, ndo se referindo a um valor especifico, mas a uma
classe de valores, cujas tarefas podem ser realizadas da mesma maneira sem que se perca a
validade do resultado encontrado. E o que se observa na traducdo de problemas como “A
idade de Pedro é o dobro da idade de seu sobrinho Juca. Se a soma de suas idades é 39
anos, qual a idade de Pedro e de Juca?”. Trata-se aqui de uma tarefa que pode ser resolvida
por meio da Aritmética da incognita, mas que, ao ser desenvolvida por via do calculo literal,
auxilia na compreensdo de tarefas mais complexas.

A tarefa enunciada acima foi utilizada em nossa pesquisa diagndstica para
compreender qual a relacao pessoal que os estudantes da Educacao Basica mantinham com
este aspecto. Observamos aqui que, consoante Chevallard (2015), a nocdo de relagao
pessoal a um objeto, para uma determinada pessoa x e para um dado objeto o, designa o
sistemna mais ou menos integrado, mais ou menos rico, de todas as maneiras que x pode se
conectar com o.

Sendo assim, a relacdo pessoal esperada dos estudantes ao traduzir o enunciado era:
escrever matematicamente a frase dada em lingua natural, isto €, utilizar o célculo literal
para resolver a tarefa proposta: “A idade de Pedro é o dobro da idade de seu sobrinho”.
Consequentemente, esperava-se que apos considerar a idade de Pedro como X, 0s
estudantes representassem a idade de Juca, sobrinho de Pedro, como 2x e a soma das
idades de Juca e Pedro, como 2x + x, para iguala-las a 39. Neste caso, apos realizar a
conversao do enunciado em lingua natural para a linguagem algébrica, ou seja, considerar a
expressdo 2x + x = ?, ja se supOe uma generalizacdo para todas as possiveis situacdes com
as mesmas caracteristicas, ndao importando a soma das idades. Desse modo, esse aspecto
cria as condig¢des para a solugao de uma classe de problemas e ndo apenas de problemas
isolados. Segundo Chevallard (1984), é ele que amplia as potencialidades na resolucao de
tarefas relacionadas ao numérico.

- O aspecto de equivaléncia entre ostensivos: 0s conceitos de ostensivos e ndo
ostensivos foram definidos por Chevallard (1994). De acordo om o autor o autor, 0s objetos
matematicos ndo sdo objetos comuns como uma pedra ou caneta, mas frutos da
engenhosidade humana, em esséncia das ideias expressas sob a forma de conceitos ou
definices que evoluiram ao longo de nossa histéria e cujo acesso se da por meio das
representaces criadas ao longo de sua construcdo. O autor destaca que, para se
compreender as técnicas que conduzem a realizagdo dos diferentes tipos de tarefas, temos
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a necessidade de estabelecer a distincdo entre dois objetos fundamentais: os objetos
ostensivos e 0s objetos ndo ostensivos.

Por objeto ostensivo, o autor considera aqueles que assumem uma forma material
qualquer como uma régua, a caneta, do mesmo modo que podemos considerar como um
objeto material: palavras, a¢Bes, diagramas, desenhos etc. Por outro lado, os objetos ndo
ostensivos sao o0s normalmente chamados de noc¢des, conceitos, ideias, entre outros. De
maneira geral, 0s objetos ndo ostensivos nao podem ser manipulados diretamente, pois sua
manipulacdo se da por meio da manipulagdo dos ostensivos a eles associados, como por
exemplo, o conceito de nimero. O conceito é complexo e normalmente é confundido com
0s ostensivos que 0s representam, pois sO temos acesso a eles por meio dos ostensivos que
lhes s&o associados.

Ainda segundo Chevallard (1994), a aplicacdo de qualquer técnica envolve a ativacao
de um complexo de objetos, alguns ostensivos, que serdo manipulados, outros ndo
ostensivos, que serdo evocados. A manipulacdo dos ostensivos é feita por meio da
evocacao de determinados ndio ostensivos, e estes Ultimos, ao contrario, sdo evocados por
meio da manipulacdo dos ostensivos, existindo assim uma dialética necessaria entre
ostensivos e ndo ostensivos.

Por exemplo, o conceito nimero dois € um objeto ndo ostensivo que s pode ser
manipulado por meio dos ostensivos a ele associados, como o simbolo 2, a palavra dois, o
sucessor natural de um, a terca parte de 6, entre outros. Assim, as tarefas formuladas para a
atividade matematica dependem em grande medida da habilidade de manipulacdo dos
ostensivos associados aos conceitos nelas envolvidos, ou seja, 0s ndo ostensivos. Assim, ao
mesmo tempo em que a manipulacdo dos ostensivos depende da compreensao dos ndo
ostensivos a eles associados, a compreensao dos ndo ostensivos depende da manipulacao
dos ostensivos, o que configura a dialética entre os ostensivos e os ndo ostensivos.

A importancia dos ostensivos e ndo ostensivos em toda atividade matematica nos
conduziu a ponderar sobre o aspecto de equivaléncia entre ostensivos e considera-los
como um instrumento importante que nos “mostra” como se configura o objeto
matematico, ou seja, 0 ndo ostensivo, sob suas diversas formas de representacao, ou ainda,
por meio dos ostensivos que permitem manipuld-lo. Por exemplo, o numeral dois mil
quinhentos e quarenta e trés pode ser escrito no sistema de numeragdo decimal na forma
2.543 que é equivalente, no mesmo sistema decimal a 2 x 1.000 + 5 x 100 + 4 x 10 + 3, que
é equivalente a 2 x 10° + 5x 10 ° + 4 x 10" + 3 x 10°. Essas diferentes maneiras de tratar o
numeral considerado dependem das necessidades quando da realizagdo de diferentes tipos
de tarefas.

- O aspecto de equivaléncia da iqualdade: a Aritmética pode ser considerada uma das
ferramentas mais antigas do conhecimento matematico. Sua construcdo esta provavelmente
relacionada a necessidade de controle e computacao associada as nossas obrigacdes
primarias. Esse aspecto computacional induz a obtencdo de uma resposta ligada aos dados
computados, o que para a grande maioria dos profissionais é suficiente.

De forma pratica, levando os aspectos culturais de escrita e leitura, temos que 2 x 3 =
6. Em principio, “os dois lados da igualdade ou membros” ndo sdo expressdes idénticas -
formal ou sintaticamente -, 0 que ja impediria escrever 6 = 2 x 3". (CHEVALLARD, 1984, p.
66 traducdo nossa), pois na expressao numeérica 2 x 3 = 6, os termos (6) a direita e (2 x 3) a
esquerda do sinal de igual ndo sdo idénticos, uma vez que em Matematica um objeto s6 é
idéntico a ele mesmo, mas esses dois termos representam o mesmo numero, sendo
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portanto equivalentes, pois obedecem a determinadas propriedades, isto €, a relacdo de
igualdade & uma relacdo de equivaléncia.

A criacdo de uma representacdo para a igualdade parece estar apenas associada as
necessidades da Matematica, relacionadas ao desenvolvimento da linguagem matematica e
ndo a uma necessidade da escrita natural. Dessa forma, o aspecto de equivaléncia da
igualdade é aquele que torna possivel reescrever, em sequéncia, um objeto matematico de
modo a que 0s Novos ostensivos correspondam ao mesmo ndo ostensivo que lhe é
associado.

- O aspecto de andlise: ao se deparar com uma nova tarefa ou situagdo em que as
técnicas conhecidas ndo possibilitam uma resolucéo imediata, o esperado é que o individuo
a explore na busca entre as técnicas que domina e na criacdo de uma nova técnica que
possibilite a realizacdo da tarefa proposta. Exemplo desse tipo de aspecto pode ser
observado em tarefas como a apresentada na figura 1, que segue.

3 Que algarismos estéo faltando nesta conta?

11 %
faxw 03
* k4

Descobrindo os algarismos e somando-os, obtemos:
a) 10 b) 12 c) 14 xd) 16

Figura 1. Tarefa que utiliza o aspecto de analise (IEZZI et al, 2009, p. 57)

Nesta tarefa, € solicitado ao estudante descobrir quais algarismos estdo faltando e,
embora se trate de um tipo de tarefa proposta a estudantes do Sexto Ano do Ensino
Fundamental, espera-se que eles explorem, entre as técnicas relacionadas a multiplicacdo —
0 que se supde ja terem dominio —, aquela(s) que permita(m) obter o numero que
multiplicado por 3 tenha como resultado 4 na casa das unidades, no caso o nimero 8. Essa
analise inicial Ihe favorecerd encontrar os demais algarismos, aplicando as técnicas de
multiplicacao e da soma estudadas nos anos ou séries anteriores.

Podemos considerar que o aspecto de analise é o que possibilitard, ndo sé as
resolucdes dos problemas antes do advento da Algebra, como também a utilizacdo, tanto
de meétodos geomeétricos, como aritméticos. Sendo assim, pode ser este um dos aspectos
que parece ter criado as condi¢Ges para a formulacdo dessa nova area do conhecimento
humano. Consideramos como aspecto de analise aquele que exige que o estudante explore
a tarefa sob diversos angulos na procura de conhecimentos que propiciem sua realizagdo, o
que Robert (1998) considera como nivel de conhecimento disponivel.

- O aspecto de estrutura das operacbes numéricas: de acordo com Chevallard (1989),
igualdades como 25 — 2x (7 + 3) = 25 — 2x 10 escondem uma dificuldade recorrente
relacionada a adequacdo ao tipo de tarefa que se pretende realizar. Entretanto, na
realizacdo de tarefas relacionadas & Algebra, é comum a necessidade de expressio,
semelhante a anterior, bem como do uso das propriedades operatorias a ela associadas.
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Na construcdo das teorias, tanto da Algebra como da Aritmética, é evidente esse tipo
de disposicao. Por exemplo, para o conjunto dos nimeros naturais, podemos partir de uma
definicdo, aparentemente intuitiva, como a de adicao.

Observamos que na utilizagdo da adi¢do, representada entre parénteses, estdo
associados os aspectos de generalizacdo e de equivaléncia, que tornam possivel ordenar as
partes para construir o todo. Esses atributos que possibilitaram o desenvolvimento de uma
teoria associada a Aritmética constituem o que denominamos de aspecto de estrutura das
operacdes numeéricas. Reportando-nos a Chevallard (2015), podemos identifica-lo por meio
da nocdo de relacdo institucional como pertencente ao sistema de ensino, inserido na
proposta curricular, que o indica para ser estudado no quinto ano do Ensino Fundamental
anos iniciais, como foi possivel constatar por meio da analise dos livros didaticos da
Educacdo Bésica avaliados e propostos pelo Ministério da Educacao.

Dessa forma, consideramos que o aspecto de estrutura das operacbes numéricas esta
relacionado as propriedades operatorias e suas diferentes formas de representacdo e aos
conceitos e nogdes a ela associados, isto €, aos ostensivos empregados e aos ndo ostensivos
que lhe sdo associados.

Para compreender o papel desempenhado pelos aspectos acima definidos,
consideremos o problema “Entre todos os retangulos de perimetro 20 cm, determine o de
area maxima.” (IEZZI et al., 2009, p.110). De modo geral, esse é considerado um problema
algébrico, mas devido ao ostensivo numérico - perimetro 20 cm - pode perfeitamente ser
respondido aritmeticamente, pelo método das tentativas, da seguinte maneira:

Se a medida da largura é igual a 2 cm, a altura devera ser de 8 cm, logo, a area sera de
16 cm?;

Se a medida da largura é igual a 3 cm, a altura deveré ser de 7 cm, logo, a area sera de
21 cm?;

Se a medida da largura é igual a 4 cm, a altura deveré ser de 6 cm, logo, a area sera de
24 cm?;

Se a medida da largura e da altura é igual a 5 cm, logo, a &rea sera de 25 cm?;

Se a medida da largura é igual a 6 cm, a altura deveréa ser de 4 cm, o que equivale ao
retangulo de largura 4 cm e altura 6 cm. Pode-se concluir entdo que o retangulo de area
maxima € o quadrado, cujos lados medem 5 cm, uma vez que voltamos aos casos
anteriores.

A solucdo algébrica, que é a aqui esperada, deve levar o estudante a traduzir o
problema da forma como foi apresentado, ou seja, supbe-se a passagem da linguagem
natural para a linguagem algébrica, o que envolve os aspectos de analise, linguagem,
equivaléncia entre ostensivos e memoria, visto que o estudante:

- Primeiro: devera ler e compreender o texto apresentado em linguagem natural e
dessa maneira se relacionar de forma satisfatéria com o aspecto de linguagem;

- Segundo: buscar entre os conhecimentos de que dispbe as nogdes de retangulo,
quadrado e suas propriedades, perimetro e area de um retangulo, o que significam e como
se obtém o perimetro e a area de um retangulo, aspecto de analise;

- Terceiro: representar 0s ndo ostensivos associados ao perimetro e area de um
retangulo na forma algébrica, aspectos de equivaléncia entre ostensivos, generalizando. O
que corresponde a formular os ndo ostensivos perimetro e area no quadro geométrico e
algébrico, apresentando a figura de um retangulo e associando letras ao mesmo ou
utilizando apenas o quadro algébrico, como mostramos na sequéncia.
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Ao utilizar o quadro algébrico, é preciso considerar as medidas da largura, altura, e
considerar as no¢BGes de perimetro e area por meio de “letras”, isto €, representa-las por
meio de férmulas, o que configura a utilizagao dos aspectos de generalizagdo, linguagem e

21 +2h =20
lh=a

Dessa forma, voltando ao enunciado da tarefa — Entre todos os retangulos de
perimetro 20 cm, determine o de area maxima —, observamos que sera necessario introduzir
novos ostensivos e ndo ostensivos, que correspondem as necessidades do quadro algébrico
e que viabilizardo a solugdo algébrica do problema, que sé sera possivel se o estudante
mantiver bom relacionamento com os saberes envolvidos e os aspectos da algebra a eles
associados, como:

- de equivaléncia da igualdade, estrutura e equivaléncia entre ostensivos e né&o
ostensivos no momento em que o estudante simplifica a equacéo 2l + 2h = 20 obtendo a
equacao [ + h =10;

- de estrutura, linguagem e memoria, N0 momento em que o estudante isola uma das
variaveis como a altura h, obtendo a mesma em funcdo da largura [, ou seja h= 10—

- de estrutura, equivaléncia da igualdade, equivaléncia entre ostensivos, generalizagao
e memodria no momento em que o estudante substitui a funcdo h, na equacdo (. h = g,
obtendo [. (10-1) = a, ou seja a = 10.[— [ que equivale & funcdo a() = 70. - ¥, funcdo do
segundo grau que apresenta valor maximo 25 para [ = 5, e encontra uma resposta para a
tarefa proposta.

Desse modo, ponderando sobre o que acabamos de expor, é possivel observar que o
estudante que nao mantiver um bom relacionamento com os sete aspectos da algebra
podera ter dificuldade na resolucdo desse tipo de tarefa, em particular, em seu tratamento
algébrico.

Mas, como ja observamos inicialmente, a mesma tarefa pode ser resolvida utilizando
apenas conhecimentos aritméticos, o que parece ser interessante de ser trabalhado com os
estudantes, quando se inicia a passagem da aritmética para a algebra, pois esse caminho
mostra o carater formalizador, unificador e generalizador da algebra, ou seja, 0 que Robert
(1998) indica por fug.

Aqui ressaltamos ainda que a aritmética da incognita, como explica Robinet (1989),
corresponde a uma das funcdes da Algebra, logo, nos parece que a pesquisadora também
compactua com nossa proposta que corresponde a mostrar a possibilidade de tratamento,
tanto pela aritmética como pelo célculo literal, quando se trata da passagem da Aritmética
para a Algebra.

Salientamos ainda a importancia do aspecto linguagem, pois o estudante com
dificuldade no relacionamento pessoal com o aspecto de linguagem corre o risco de ndo
compreender o enunciado do problema proposto e, neste caso, podera ter dificuldade
também na conversdo entre a linguagem natural e a linguagem algébrica. Nesse caso,
parece interessante a proposta de Duval (2011), que indica a importancia de se proporem
exemplos simples de conversdo entre a linguagem natural e a linguagem algébrica, de
modo a auxiliar o estudante que podera desenvolver, compreender o problema por meio
de uma soluc¢do aritmética, que pode se realizar por intermédio de uma tabela de valores
que permita, no final, trocar valores particulares por letras e assim justificar o carater fug da
Algebra e mostrar a economia de utiliza-la, quando da resolucio de determinadas tarefas.

memoria, e conduz ao sistema:
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O estudante com dificuldade no relacionamento pessoal com o aspecto de analise
podera considerar dificil identificar os ndo ostensivos associados as definicdes e
propriedades das figuras envolvidas no problema, o que impedira a realizacdo da tarefa.
Aqui, observamos que a articulagdo entre os quadros geométrico e algébrico é uma
ferramenta importante para o desenvolvimento da Algebra, mas é preciso que os
estudantes mobilizem os conhecimentos geométricos propostos nas tarefas de introducéo a
Algebra.

O estudante com dificuldade no relacionamento pessoal com o aspecto de memoria
pode ndo conseguir organizar as informac¢Ges obtidas na interpretacdao do problema
proposto. Trata-se aqui de uma habilidade especifica que precisa ser considerada, em
particular, quando se prop&em tarefas que ultrapassam a simples reproducdo de técnicas
desenvolvidas em aula. Para o caso do exemplo em que é preciso articular quadro
geométrico e algébrico, a disposicdo dos elementos em uma tabela pode ser interessante
para se refletir sobre a solucdo aritmética e fazer a passagem para a solucdo algébrica.

O estudante com dificuldade no relacionamento pessoal com os aspectos de
equivaléncia da igualdade, equivaléncia entre ostensivos e generalizacdo, corre o risco de
ndo conseguir representar algebricamente as informacées obtidas a partir do problema
inicialmente proposto, o que reforca a importancia de mostrar o carater fug (formalizador,
unificador e generalizador) por meio da passagem da Aritmética para a Algebra, ou seja,
mesmo que a tarefa possa ser resolvida facilmente por meio da Aritmética, é importante
compreendé-la algebricamente para poder aplicar os conhecimentos desenvolvidos em
tarefas mais complexas.

O estudante com dificuldade no relacionamento pessoal com o aspecto estrutura
podera ter problema quando do desenvolvimento do sistema de equac¢Bes, o que
impossibilita a obtencao da funcao quadratica que permite encontrar a solucao da tarefa.

Ressaltamos que o0s sete aspectos considerados precisam ser introduzidos
continuamente no processo de ensino e aprendizagem de forma a auxiliar os estudantes a
construfrem um conjunto de conhecimentos que Ihes possibilite tratar tarefas que
ultrapassem a aplicacdo de definicbes e técnicas, que os habilitem na aplicacdo desses
conhecimentos em tarefas contextualizadas, em particular, aquelas que encontramos no
cotidiano ou nas diferentes profissdes.

Um exemplo das dificuldades que podem ser geradas em funcao da falta de relacéo
pessoal com os sete aspectos considerados na pesquisa é a tarefa exposta em Martins et
Dias (2013) ao analisar a solugdo proposta por um estudante do Ensino Superior para a
questao:

O salario de um representante comercial de filtro de dgua é composto por um valor
fixo de R$ 1.100,00, acrescido de R$ 9,00 a cada filtro vendido. Determine:

A expressdo que permite obter o salario do vendedor em funcdo da quantidade de
filtros vendidos.

Quantos filtros terdo sido vendidos se o saldrio bruto desse vendedor for de R$
2.180,007?

Na figura 2, a seguir, apresentamos um extrato da solugao proposta por um estudante
de um curso superior em uma das avaliacdes feitas pelo professor.
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Figura 2. Solucdo proposta por um estudante do Ensino Superior em uma avaliagdo de Matematica
(MARTINS, 2015, p. 42)
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O estudante ndo apresentou a resposta para o item a, que tinha por objetivo leva-lo a
converter o ostensivo apresentado em linguagem natural para os ostensivos na linguagem
algébrica, ou seja, considerar o aspecto de equivaléncia entre ostensivos. Entretanto isso
ndo o impediu de responder ao item b, para o qual era possivel utilizar apenas o quadro da
Aritmética, o que, em geral, ocorre com tarefas desse tipo.

Analisando a solucdo apresentada, observamos que o estudante demonstra ter um
bom relacionamento com os aspectos de linguagem, visto que conseguiu compreender a
tarefa e responder o item b, utilizando os aspectos de anélise, pois mobilizou os
conhecimentos necessarios para a solucao do problema e de memadria, uma vez que
registrou de forma clara o raciocinio empregado, utilizando os ostensivos numéricos e
lingua natural, possibilitando assim um desenvolvimento de forma I6gica e coerente da
tarefa proposta.

A solucdo apresentada é essencialmente aritmética e a ndo realizacao do item a pode
indicar dificuldades por parte do estudante no relacionamento com os aspectos de
generalizacdo, equivaléncia entre ostensivos, equivaléncia da igualdade e estrutura, o que
dificulta a realizacdo de tarefas mais complexas relacionadas a Algebra por parte desse
estudante. Sendo assim, deve-se estar atento ao fato de que é preciso propor tarefas em
que a Algebra seja necessaria e ultrapasse a simples aplicacdo em tarefas escolares que nio
tém sentido, quando se trata de aplicar os saberes desenvolvidos na escola em situacées
profissionais e/ou cotidianas.

Outro exemplo que acreditamos ser importante destacar foi o apresentado por um
estudante do Ensino Médio na solucdo de dois problemas propostos na atividade
diagnostica relacionada a pesquisa. No extrato da figura 3, podemos visualizar a solucdo do
referido estudante.
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5) Resolva os problemas abaixo
a) Quando Ana nasceu seu irmdo tinha sete anos. Se a soma das idades dos dois € 35 anos,

qual a idade de Ana? 3% - :{1 2 a9

Qf o Aok du Ba ol 1Y oA

b) A idade de Pedro é o dobro da idade de seu sobrinho Juca. Se a soma das idades dos dois
& 39 anos, qual a idade de Pedro e Juca? - ‘
QD Ix =39
s

Figura 3. Extrato de solugdo apresentada por um estudante do Ensino Médio (MARTINS, 2015).

Observamos que para a segunda tarefa, o estudante utilizou uma solucdo algébrica,
revelando manter uma relacdo pessoal pelo menos parcial com os sete aspectos da
Algebra. O estudante demonstra bom relacionamento com o aspecto de equivaléncia da
igualdade, visto que apesar de ndo indicar uma passagem intermediéria, 3x = 39, consegue

: A 39
manipular essa equivaléncia, 0 que pode ser observado pela escrita, 3 =X =13, mesmo

com uma falta de organizacao, o que pode indicar uma dificuldade em relacdo ao aspecto
de linguagem e memoria.

Esse indicativo parece ficar evidente nas anotac¢8es relativas a primeira tarefa, com o
estudante nao obtendo sucesso na realizacdo da mesma. As anotacGes indicam que ele se
limitou a efetuar a diferenca entre trinta e cinco e sete, concluindo que a idade de Ana ¢ de
vinte e oito, como fica claro na resposta apresentada.

Isso nos leva a levantar as seguintes hipoteses:

- O estudante ndo compreendeu o enunciado, interpretando que Ana tinha sete anos a
mais que seu irmao, o que evidentemente nao estd de acordo com o enunciado,
sinalizando dificuldade com o aspecto de linguagem e analise.

- O estudante compreendeu o enunciado e buscou a solucdo aritmética, efetuando a
diferenca entre trinta e cinco e sete. Entretanto, parece ter ocorrido uma perda de conexdo
entre 0 momento em que leu e interpretou o enunciado e 0 momento em que estava
realizando a tarefa, ou seja, apresentou dificuldade no relacionamento pessoal com o
aspecto de memoria, linguagem e equivaléncia entre ostensivos. De qualquer forma,
podemos considerar que o objeto inicial se perdeu durante a realizagdo da tarefa, com o
estudante ndo lembrando que trinta e cinco era a soma das idades dos dois irmdos e Ana
tinha sete anos a menos que seu irmao.

Bosch e Chevallard (1999) destacam o papel dos ostensivos discursivos na realizagdo de
tarefas como a apresentada acima. Embora o estudante ndo tenha finalizado a resolugdo da
tarefa de forma satisfatéria, a solucdo parcial apresentada se aproxima da forma dos
raciocinios envolvidos numa solucdo aritmética da seguinte forma:

Se Ana tem 7 anos a mais que seu irmao e a soma de suas idades é 35 anos, entdo se
retiramos 7 de 35 equiparamos as duas idades, ou seja, Ana e seu irmado teriam juntos 28
anos se tivessem a mesma idade, logo teriam 14 anos cada. Como Ana tem sete anos a
mais que seu irmdo entdo tera 14 + 7, ou seja, Ana tem 21 anos e seu irmao 14 anos.
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Chevallard (1990) destaca que problemas deste tipo, bem como o utilizado no primeiro
exemplo envolvendo a funcdo quadrética, dificultam o trabalho com a Algebra, pois podem
ser resolvidos aritmeticamente e o estudante ndo vé motivos para apreender uma nova
ferramenta para resolver situacBes que ele conseguiria sem a mesma. O pesquisador
argumenta ainda que a solugdao aritmética para esses tipos de problema € muito mais
econdmica que a algébrica, o que dificulta ainda mais o despertar do interesse por parte
dos estudantes para o estudo dessa area do conhecimento humano.

Consideraces finais

Acreditamos que estamos longe de identificar todos os fatores que dificultam o
estabelecimento de uma relacdo pessoal eficiente com os objetos da Algebra e dessa forma
encontrar meios que conduzam ao uso dos saberes relacionados a esse ramo do
conhecimento humano que, dependendo de nossas escolhas, pode estar cada vez mais
presente em nosso cotidiano. Por exemplo, para os desenvolvedores de softwares, 0s
objetos da algebra sdo essenciais, pois se consideramos 0 momento em que o funcionario
da companhia de agua vem medir nosso consumo, podemos verificar que existe um
software remoto que efetua os calculos para diversas quantidades de consumo, ou seja,
nesse software foi programada uma func¢do por intervalos que viabiliza o calculo.

Entretanto observamos, por meio da pesquisa, que € necessario desenvolver uma
relacdo pessoal com os sete aspectos da algebra, definidos para as analises, se desejamos
que os estudantes construam, no decorrer da Educacdao Basica, um conjunto de
competéncias e habilidades que os auxiliem a tratar diferentes tipos de tarefas, dispondo de
conhecimentos matematicos que possam ser aplicados em tarefas do cotidiano e de suas
escolhas profissionais.

Exemplos simples que indicam essa necessidade sdo o da interpretacdo de graficos que
indicam a variagao do dolar e o da leitura e interpretacdo do consumo mensal de agua ou
luz que sao apresentados de forma bastante simples com necessidade de utilizagdo apenas
do quadro aritmético, mas que podem ser melhor compreendidos quando se dispbe de
conhecimentos associados ao quadro algébrico.
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