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Resumo

O ensino da Trigonométrica caracterizou-se por um enfoque algébrico, o que tem feito de
seu estudo um processo memoristico e mecanico. Um conteldo onde se pode evidenciar o
anterior € o dos signos das razées trigonométricas que costuma se abordar atraves do uso
de regras mnemotécnicas, acdo que limita seu entendimento. Com a intencdo de apoiar a
superacao deste problema, neste trabalho descreve-se o desenho de um recurso elaborado
com o software GeoGebra e sua aplicacdo em uma sequéncia para analisar e dotar sentido
aos signos das raciocine Seno, Cosseno e Tangente de um angulo. O desenho do recurso
baseou-se no modelo TPACK (Mishra & Koehler, 2006). Se considera apropriado que 0s
professores contem com recursos deste estilo que |Ihe ajudem em suas praticas de ensino
apoiadas em meios tecnolégicos como o GeoGebra.
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Abstract

The teaching of Trigonometry has been characterized by an algebraic approach, which has
made its study a memoristic and a mechanical process. A content where the previous can be
evidenced is the signs of the trigonometric ratios, which tend to be treated through the use
of mnemonic devices, action that limits its comprehension. With the aim of supporting the
overcoming of this problem, in this paper it is described the design of an elaborated
resource with the software GeoGebra and its application in a sequence to analyze and make
sense of the Sine, Cosine and Tangent ratios. The design of the resource was based on the
TPACK model (Mishra & Koehler, 2006). It is deemed pertinent that teachers have this style
of resources in the sense that these help them in their teaching practices supported on
technological environments like GeoGebra.

Keywords: trigonometric ratios, mnemonic devices, GeoGebra

' Asociacién Aprender en Red. Grupo TEM: Tecnologfas en la Educacion Matematica - Venezuela |

stephaniediazurdaneta@gmail.com

? Universidad del Zulia. Asociacién Aprender en Red. Grupo TEM: Tecnologias en la Educacion Matemética —
Venezuela | juanl.prietog@gmail.com

? Universidade Federal do Para | aduarte@una.edu.ve

78


mailto:aduarte@una.edu.ve

Introducdo

Certas investigacbes assinalam que quanto mais representaces de um objeto
matematico se tenham, podera existir um melhor entendimento do mesmo (BORBA, 1993;
BORBA & VILLAREAL, 2005; DUVAL, 1996; GUTIERREZ & PRIETO, 2015). No entanto, o
estudo da trigonometria caracterizou-se por um enfoque mais algébrico que limita o
entendimento de seus conceitos e propriedades, e ndo permite estabelecer relacdes entre
suas diferentes representacdes (FIALLO, 2010).

Alguns autores assinalam certas razGes que podem ser considerado como
consequencias do uso do referido enfoque: (i) as deficiéncias no manejo de certos
contelidos trigonométricos por parte dos professores (BRITO & MOREY, 2004; CHACON,
SANCHEZ & QUIROS, 2007; FI, 2006) e (ii) a abordagem tradicionalista dos textos escolares
(Fiallo, 2010). Um ensino da trigonometria sob estas condi¢des gera no estudante certas
dificuldades para compreender esta area da Matematica, tendo como consequéncia a
conversao dos estudos em um processo memoristico, rotineiro e mecanico (FIALLO e
GUTIERREZ, 2007).

Um dos conteldos onde se pode evidenciar esta problematica séo os signos das
razdes trigonométricas, topico que os professores costumam tratar por meio do uso de
regras praticas ou mnemotécnicas (FIALLO, 2010; DIAZ e PRIETO, 2013) (Figura 1). Tal acao,
por parte do professor, tem como consequéncia que os estudantes se vejam forcados a
memorizar o signo da cada razdo trigonomeétrica para a cada um dos quatro quadrantes do
plano cartesiano, sem sentido algum. Diante desta realidade, considera-se importante a
abordagem dos signos das razées trigonomeétricas através de sua interpretacdo geométrica
desde a circunferéncia unitaria, meio que se considera mais apropriado, ja que permite a
visualizacdo de ditos signos através de sua representacdo a partir de algum objeto
geomeétrico que permita-o caracterizar.
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Figura 1. Signos das raz8es trigonométricas. (NAVARRO, 1970)

Atualmente, a abordagem de conteudos matematicos que requerem de interpretacao
geométrica mediante o uso de recursos tecnoldgicos tem trazido beneficios e melhoras na
aprendizagem dos estudantes (LU, 2008). Isso se deve especialmente as diversas atividades
que sdo promovidas através destes meios e a qualidade dos recursos desenhados.
(LABORDE, KYNIGOS, HOLLEBRANDS E STRASSER, 2006). Vincula-se a qualidade de um
recurso desenhado e ao uso de uma sequéncia que os professores podem levar a cabo
durante o desenvolvimento do tema. Entdo, € preciso garantir que o estudante obtenha
condi¢des favoraveis que lhe permitam dotar de sentido os signos das regras
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mnemotécnicas, de maneira que possa transcender o uso destas regras, compreendendo-
as, a0s mesmo tempo que as memoriza.

Entre os recursos tecnoldgicos que tém beneficiado a aprendizagem dos estudantes,
selecionou-se o GeoGebra, por se tratar de um tipo especial de Software de Geometria
Dinamica (SGD), de acesso livre e de cddigo aberto, que combina, em tempo real, as
representacées graficas e expressdes simbdlicas de diversos objetos matematicos (DIKOVIC,
2009; HOHENWARTER, 2006).

Nesse sentido, este trabalho descreve o desenho de um recurso elaborado com o
GeoGebra e sua aplicagcdo em uma sequéncia didatica para analisar e dotar sentido os
signos que representam o Seno, Cosseno e Tangente de um angulo. Isso nos permitiu
estudar o signo das razdes trigonométricas na circunferéncia unitaria observando o
comportamento de um objeto geométrico sécio a cada uma das razdes e com isso
compreender ditos signos através de sua interpretacdo geométrica e confirmar, de forma
visual, os resultados estabelecidos nas regras mnemaotécnicas.

O desenho do recurso

Conhecimento do Conteldo Conhecimento Pedagdgico

Conhecimento Pedagégico
—
Tecnoldgico

Conhecimento de Conteldo
Tecnologico

Conhecimento de Conteldo
Pedagdgico Tecnoldgice

Conhecimento Tecnolégico

Figura 2. Modelo TPACK (adaptado de MISHRA & KOEHLER, 2006, p. 1025)

Para o desenho do recurso aqui descrito, utilizou-se o Software de Geometria Dinamica
GeoGebra como meio para definir uma sequéncia de ensino do contetdo dos signos das
razdes trigonométricas Seno, Cosseno e Tangente de um angulo, sob o contexto da
circunferéncia unitaria. O desenho da sequéncia de ensino estruturou-se levando em conta
a natureza do conhecimento que se manifesta por parte do professor de Matematica ao
realizar tarefas deste tipo. Neste caso, 0 modelo utilizado foi o TPACK, definida por Mishra
& Koehler (2006) como uma forma emergente de conhecimento, pois vai além do contelido

80



em si, da pedagogia como principio e da tecnologia digital disponivel, situa-se nas
interagcdes entre estes conhecimentos.

Agora bem, a figura 2, adaptada de Mishra & Koelher (2006) representa graficamente o
conceito de TPACK como sendo o resultado da interseccdo do conhecimento de um
professor em trés niveis: conhecimento dos conteldos curriculares, dos métodos
pedagodgicos e ainda as competéncias a nivel tecnoldgico.

Segundo Coutinho (2011), na opinido de Koehler & Mishra (2008), o TPACK é a base de
um ensino eficaz com as tecnologias e condicao para uma eficiente insercdo das TICs nas
atividades curriculares. Seu dominio exige uma compreensao por parte do professor das
técnicas pedagdgicas que possibilitam que as tecnologias sejam usadas em prol da
construcdo do saber pelo aluno e ndo como um apoio ao professor para ensinar.

Nesse sentido, e segundo os mesmos autores, a formacdo de professores deve ser
direcionada para o desenvolvimento do TPACK numa forma gradual e em espiral,
comecando a formagdo com as tecnologias mais simples e que os professores ja conhecem,
rumo a aplicacbes cada vez mais complexas e sofisticadas. No fundo, o que se pretende, é
que o professor seja capaz de tomar decisdes fundamentadas no desenho das suas
atividades de ensino com as tecnologias o que, segundo Cox (2008) pressupde: a) saber
usar as tecnologias; b) numa dada area curricular, ¢) integrada numa estratégia pedagogica
especifica d) num determinado contexto educativo, €) para promover a construcdo do
conhecimento do aluno, relativo a um determinado conteldo/tépico programatico e/ou
para contribuir para a consecucdo de um objetivo educacional previamente identificado.

Quanto ao desenho da sequéncia de ensino, o conhecimento por parte do professor
de Matematica ao realizar tarefas deste tipo, se apresenta em forma de consideracdes
conceituais, lhe proporcionando um instrumental didatico que sera descrito a seguir.

Considerac6es Conceituais

Devido a particularidade deste conteldo, foi necessario definir os seguintes objetos
matematicos envolvidos na analise:
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Figura 3. Circunferencia Unitaria e Angulo Central

81



Circunferéncia unitaria. também conhecida como circunferéncia trigonométrica (ou
circulo trigonométrico), tem como centro na origem do sistema de coordenadas cartesianas
e sua radio tanto faz a unidade. Na sequéncia, esta circunferéncia é considerada o médio
para a interpretacdo geométrica do signo de raciocine-as Seno, Cosseno e Tangente (Ver
Figura 3).

Angulo centrat sobre a circunferéncia desenha-se um angulo central com vértice no
centro da mesma, onde um de seus lados esta fixo na parte positiva do e o outro lado
ocupa qualquer posicdo no plano, seqgundo seja a amplitude do angulo. Este Ultimo lado do
angulo corta a circunferéncia trigonométrica em um ponto, a partir do qual se tracam
segmentos perpendiculares até os eixos coordenados. Os triangulos retangulos que se
formam a partir desta constru¢cdo também sdo parte da analise (ver Figura 3).

E importante destacar que outras construcdes auxiliares, explicadas mais adiante,
permitirdo representar outros triangulos retangulos que resultam mais Uteis para realizar o
estudo.

Razdes trigonomeétricas. a partir dos triangulos retangulos formados na circunferéncia
unitaria, desde uma perspectiva geométrica, é possivel definir estas razées da seguinte
maneira:

A . . . ~ P
Seno do angulo @ (abreviado Sen @) esta determinado pela razéo o7 entre o cateto

oposto ao angulo PC e a hipotenusa AP do triangulo APC da figura 1. Desde um ponto de
vista geométrico, dado que AP = 1 é constante, o seno « fica referido pelo segmento PC.
Para a analise tomou-se a projecdo ortogonal deste segmento sobre o eixo y, 0 segmento

AD, este se considerou um segmento dirigido, isto é o vetor AD . Desta maneira o Sen a
fica representado pelo modulo e sentido do vetor posicdo AD de cor azul (ver Figura 4a).
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Figura 4. Razdes Seno, Cosseno e Tangente.

A . , . ~ AT
Cosseno do angulo @ (abreviado Ces a) esta determinado pela razado = entre o cateto

adjacente ao angulo AC e a hipotenusa AP do tridangulo APC. Dado que AP =1, o
referente ao Cos a é o segmento AC considerou-se como um segmento dirigido, o vetor
AC. Para este caso, dito vetor é posicao e esta contido no eixo x (ver Figura 4b). Dado o

anterior, o Cos a fica representado pelo sentido e médulo do vetor posicao AC de cor
verde.



A . , ~ FC
A Tangente do angulo & (se abrevia Tan @) esta dada pela razdo — entre o cateto

oposto PC e o cateto adjacente PC do triangulo APC. A diferenca dos casos anteriores,
nenhum dos segmentos tem uma medida constante e igual a um. Por isto, se faz necessaria
uma construcdo auxiliar que facilite a analise. Tracando uma reta tangente a circunferéncia
que passe por (1,0], esta intersecta os lados do angulo nos pontos B e E (ver Figura 4c)
formando-se assim o triangulo retangulo @D A semelhante ao triangulo @DE . De maneira
que, o estudo realizado neste Ultimo triangulo sera igual se faz sobre o triangulo ODA.

. A , -~ ~ EE
Considerando o triangulo AEE tem-se que a Tan a estd definida pela razdo —Z , onde

AE =1 ¢ constante, o que significa que a Tan a fica referida pelo segmento EB. Ao igual
gue no Seno, se tomou a projegao ortogonal de dito segmento sobre o eixo y, 0 segmento
dirigido AF . De maneira que o0 moédulo e sentido de dito vetor de cor morada representam
a Tan a (ver Figura 40).

Signos das razbes trigonomeétricas. dada a natureza dos vetores representativos das
razdes trigonomeétricas estudadas, estes tém dois sentidos possiveis, para acima ou para
baixo para o caso do Seno e a Tangente, e para a direita ou para a esquerda no Cosseno.
Considera-se que uma razdo é “"positiva” se e somente se o sentido do vetor que a
representa esta para cima ou para a direita, e "negativa” no caso que o sentido de dito
vetor esteja para abaixo ou para a esquerda. Com respeito ao moédulo do vetor, este
coincide com o valor absoluto da razao que represente. Por exemplo, no caso da Tangente,
quando @ = 45 o0 médulo do vetor é 1 e o sentido do vetor é para acima, por tanto se diz
que a Tan 45° é +1 ou simplesmente 1. Em mudanca, quando & = 135%, 0 mdédulo do
vetor que representa Tan 135° ao também é 1 mas seu signo é negativo, ja que o sentido
de dito vetor esté para a abaixo. Portanto, diz-se que a Tan 135 = —1,

Consideracdes instrumentais

Para a representacdo dos signos das razdes trigonométricas no GeoGebra, considerou-
se 0 uso de um deslizador e trés botdes. O deslizador é uma ferramenta que permite
representar um conjunto de valores, incluindo medidas angulares. Com isso é possivel fazer
variar a amplitude do angulo @ em tempo real. O referido deslizador pode realizar ajustes
para que o angulo varie em um intervalo de valores convenientes para o estudo. Por
exemplo, aqueles que situam ao lado do angulo em um ou outro quadrante do plano
cartesiano Em alguns casos sera conveniente usar op¢ao “animacao automatica” sobre o
deslizador, para ter uma visualizacdo dinamica das mudancas do valor do angulo e e
aqueles relacionados com o vetor que represente a cada razao (ver Figura 5a).

Os botdes sdo ferramentas do GeoGebra que tém uma diversidade de aplicacdes no
software, as quais dependeréo da utilidade que lhe dé o usuério. Para nosso caso, utilizou-
se para mostrar e ocultar alguns dos objetos representados na interface grafica do
programa, segundo considerou-se apropriado. No recurso, usam-se trés botdes para
mostrar ou ocultar os vetores representativos das raz8es trigonométricas estudadas. Cabe
destacar o uso de um texto dinamico que mostra o valor absoluto da razédo, que coincide
com o mdédulo do vetor e a modificacdo da espessura, e cor dos vetores para uma melhor
apreciacdo dos efeitos vinculados com o sentido dos vetores (ver Figura 5b).
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Figura 5. Deslizador e Botdes

Considerac6es didaticas

Dado que a construcdo da circunferéncia unitaria realiza-se sobre o sistema de
coordenadas cartesianas, sugere-se realizar a analise para a cada quadrante do plano
cartesiano por separado, ajustando o deslizador em intervalos de amplitudes angulares
associadas a cada quadrante. De maneira, é possivel também fazer o uso dos botdes para
visualizar o comportamento dos vetores referidos as razdes Seno, Cosseno e Tangente
separadamente. Por exemplo, ao ajustar o deslizar e selecionar o botdo “Cosseno”,
determina-se o conjunto de angulos para o segundo quadrante e observa-se o
comportamento do vetor representativo do Cosseno neste quadrante. O desenvolvimento
deste processo no GeoGebra permite apreciar: (i) o sentido e médulo do vetor associado a
cada razdo trigonomeétrica por separado, (ii) a relacdo que existe entre estes e seu signo e
valor, e (iii) o uso dos quadrantes cartesianos como referente para o estudo dos signos das
razdes trigonométricas.

Sequéncia de analise

A sequéncia que se indica a seguir, sequindo os parametros das consideracdes
didaticas, consta de quatro etapas. A cada uma esta referida aos quadrantes do plano
cartesiano:

Primeira Etapa: Seno, Cosseno e Tangente 0° = a = 90°

Da analise do comportamento dos vetores para estes valores angulares no primeiro
quadrante requer do ajuste conveniente dos valores minimo e maximo do deslizador em 0°
e 90°, respectivamente. Posteriormente, ativa-se a opcao “animacdo automatica” ao
deslizador para observar que, os vetores representativos do Sen a e a Tan a em sentido
para acima e o socio ao Cos a em sentido para a direita, se concluindo que, estas trés
razdes sao positivas para o primeiro quadrante (ver Figura 6).
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Figura 6. Seno, Cosseno e Tangente no quadrante [

Outras conjecturas que surgem depois da analise neste intervalo, tomando agora em
conta o modulo da cada vetor, sédo aquelas referidas aos valores minimos e maximos do
primeiro quadrante:

Quandoa = 0% Sena=0,Cosa=1eTana =0

Quando @ =90° Sena=1, Cosa=0e Tana = +x (indeterminado). Com
respeito a Tangente é importante observar que o vetor representativo deste desaparece no
grafico, quando o lado do angulo em movimento é paralelo a reta tangente a circunferéncia
em (0,1) .
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Figura 7. Seno, Cosseno e Tangente no quadrante II

Sequnda Etapa: Seno, Cosseno e Tangente de 30° =< a = 180°

No segundo quadrante, é conveniente ajustar os valores minimos e maximos do
deslizador em 90° e 180°. Por meio da "animag¢do automatica” pode ser percebido que o
vetor referente ao Seno segue estando em sentido para cima, igual ao primeiro quadrante,
mas o vetor representativo da Tangente esta em sentido para baixo e o que se refere ao
Cosseno estad em sentido para a esquerda, portanto se conjectura que o Seno € positivo e
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que o Cosseno e a Tangente s&o negativos para o intervalo 90° = a < 180° associado ao
segundo quadrante (ver Figura 7).

Nesta segunda etapa, o valor minimo deste intervalo é @ =90%e as possiveis
conclusées para dito valor de @ mostraram-se na etapa anterior. Com respeito ao valor
maximo do intervalo para o sequndo quadrante infere-se o seguinte:

Quando @ = 180° Sena=0, Cosa=—1 eTana = 0.

Terceira Etapa.: Seno, Cosseno e Tangente de 180° < a < 270°

Para esta analise, os valores do terceiro quadrante oscilam entre 180° e 270°, portanto
devem ser ajustado os valores minimo e maximo do deslizador nestes valores ativando a
"animacao automatica” no deslizador € possivel ver que o sentido do vetor referido ao Seno
esta para abaixo, 0 que representa a Tangente estd para acima e o do Cosseno esta em
sentido para a esquerda, por isso se conclui que, o Seno e Cosseno de @& sdo negativos e a
Tangente de @ é positiva neste quadrante (ver Figura 8).
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Figura 8. Seno, Cosseno e Tangente no Il quadrante

As conjecturas sobre @& = 180° que é o valor minimo no intervalo do terceiro
quadrante, se realizaram na segunda etapa da analise. Para o caso do valor maximo deste

intervalo, & = 2707 conclui-se o seguinte:
Sena=—1 Cosa=0eTan a = += (indeterminado). Para a Tangente pode

ser percebido que sucede a mesma situacdo que para o caso de @& = 90°% o vetor
representativo desta desaparece no gréfico, quando o lado do angulo em movimento é
paralelo a reta tangente a circunferéncia em (0, 1).

Quarta Etapa. Seno, Cosseno e Tangente de 270° = a = 360°

Em esta ultima etapa, os valores de para o quarto quadrante sdo entre 270° e 360°.
Analogamente aos casos anteriores, devem ser ajustado os valores minimos e maximos do
deslizador em 270° e 360°. Depois da variacdo de em este intervalo com &a #8220,
Animacao Automatica”, pode ser observado que os vetores representativos das raciocine
Seno e Tangente estdo em sentido para abaixo e o referido ao Cosseno esta em sentido
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para a direita, portanto diz-se que, o Seno e Tangente sdo negativos e o Cosseno €
positivo, para os valores de @@ em o quarto quadrante (ver Figura 9).
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Figura 9. Seno, Cosseno e Tangente no quadrante IV

O valor minimo no intervalo desta Ultima etapa é de & = 2707 e as conjecturas para
o valor de @ apresentaram-se na etapa anterior. Para & = 360° que é o valor maximo do

intervalo do quarto quadrante se deduze o seguinte:

Sena =0 Cosa=1leTana =0

ConclusGes

Ao longo deste trabalho apresentou-se o desenho e uma sequéncia de analise sobre
um recurso que permite dotar de sentidos aos signos das razdes trigonométricas: Seno,
Cosseno e Tangente, sob o contexto de uma circunferéncia unitaria construida com o
software GeoGebra. A analise aqui descrita teve a intencédo ajudar ao leitor a realizar suas
proprias conjecturas sobre a interpretacdo geométrica dos vetores associados as respectivas
razdes, para compreender e confirmar, de forma visual, os resultados que apresentam as
regras mnemotécnicas. Entre alguns resultados obtidos depois da construcao desta
circunferéncia no GeoGebra pdde ser estabelecido a relacdo entre os signos das razdes
trigonomeétricas com o sentido dos vetores representativos e, o valor absoluto da cada
razdo representada como o modulo do vetor correspondente, de maneira a permitir a
determinacdo de certas caracteristicas proprias das razdes Seno, Cosseno e Tangente.

Por exemplo, conseguiu-se identificar os valores do angulo para os quais a Tangente
de certo angulo é indeterminada e justificar a razdo pela qual isto ocorre, fato que néo
pode ser explicado somente com o uso das regras mnemotécnicas. Estas e outras
conjecturas que foram discutidas neste trabalho se devem aos atributos do GeoGebra

postos em jogo no desenho do recurso e a sequéncia de analise proposta para o utilizar.

Acreditamos que através de sua manipulacdo os usuarios possam compreender,
analisar e tirar suas proprias conclusdes a respeito ao que esta sendo observado na tela do
computador, que ndo é mais que 0S comportamentos geometricos dos vetores que
representam as raz8es trigonomeétricas dantes mencionadas.
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Com o exposto, deseja-se mostrar: (i) formas de interatuar com um recurso tecnoldgico
para dotar de sentido a certos conteddos matematicos que demandam de alguma maneira
interpretacdo geomeétrica para seu adequado entendimento, pois estes costumam
representar para o professor um grau de complexidade ao momento de realizar seu estudo
em um meio estatico, o qual tem gerado que eles abordem estes conteudos com
expediente didatico meramente memoristicos e mecanicos, e (i) ao reitera que o
professores podem contar com estas novas alternativas didaticas como ferramentas que
complementem sua pratica e assim poder cumprir com as expectativas de aprendizagem
que se propdem na Educacdo Matematica.
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